PSI1&2 samedi 18 janvier 2025

DS5

L’usage des calculatrices est interdit

Le sujet comporte deux exercices et un probléme indépendants. Il est conseillé de consacrer au moins 2 heures a la
résolution du probléme.

Exercice 1 : Etude de séries de pile ou de face
(Extrait de CCINP PC 2022)

On considére un espace probabilisé (€, <7, P) modélisant une succession infinie de lancers indépendants d’une piéce
équilibrée (c’est-a-dire donnant pile avec la probabilité 1/2 et face avec la probabilité 1/2). Pour tout entier & € N*, on
désigne par Pj I’évenement « le k-iéme lancer de la piece donne pile » et par Fj I’événement « le k-iéme lancer de la piece
donne face ».

On appelle série une succession, non prolongeable, de lancers amenant le méme c6té de la piece. La série n°1 commence
au premier lancer et se poursuit jusqu’a ce qu’'un des lancers suivants donne un résultat différent du premier lancer. De
méme, la série n®2 commence au lancer suivant la fin de la série n°1 et se termine au lancer précédant un changement
de coté. On définit de méme les séries suivantes.

Voici deux exemples pour illustrer la définition des séries donnée ci-dessus :

Exemplel: lepg N F3 N P4ﬂP5ﬂP6ﬂP7 N Fgﬂ
N—_—— ~—~
Série n° 1 Série n° 2 Série n° 3

“+oo
Exemple 2: FNFBNFENPNPsNPsN PN PN <ﬂ Fk> .
Série n° 1 Série n° 2 R k=9 ,

Série n° 3

Partie I - Etude de la longueur de la premiére série
Dans cette partie, nous allons étudier la longueur de la premiére série. On définit la suite d’ événements (L1 x)xen par
— Ly : «la série n°1 ne se termine pas » (ce n’arrive que si on n’obtient que des piles ou que des faces) ;
— pour k € N*, Ly, désigne « la série n°1 est de longueur k ».
Ainsi, si ’évenement donné dans I'exemple 1 est réalisé, alors on a L o est réalisé tandis que si I’événement donné dans
I’exemple 2 est réalisé, alors L; 3 est réalisé.
Dans cette partie, on considére un entier & € N*.

1. Exprimer I’événement Lq j en fonction des événements P; et F; pour ¢ € [1,k + 1].
2. Montrer que P(Ly ) = 27k,
3. En déduire la valeur de P(L; ).

Partie II - Etude du nombre de séries
Pour tous entiers n € N* et k € N*, on note Ny, ;, '’événement « le nombre de séries apparues lors des n premiers lancers
est k ». Par exemple, si I’évenement de ’exemple 1 dans la présentation est réalisé, alors les événements suivants sont
réalisés :
Ni1, N2, N32, Nus, N53, Nes, N7szet Ngg.
Jusqu’a la fin de D’exercice, on considére un entier n € N*.
1. Généralités
a) Déterminer les probabilités de Ny et Naj pour k € N*.
b) Que vaut P(N,x)sik>n+17

2. Relation de récurrence P(N, 1)
Dans cette sous-partie, on détermine une relation entre P(N,4+1,) et des termes de la suite (P(N,,p))nhens-

a) Soit k €[1,n + 1]. Justifier que l'on a I’égalité d’événements :
Nn+17kmpnmpn+1 :Nn,kmpnﬁpn—i-la

puis en déduire que :
1
P(Npy1,6 NP, NPpiq) = §P (NpxNPy) .



Dans la suite, on admet que 'on a, pour tout k € [1,n + 1], les relations :

1 1
P(Nn+1,k NnF, an+1) = EP (Nn,k an) ) P(Nn+1,k NPk, an+1) = §P (Nn,k—l mpn) )

1
et P (NnJrl)k: NF,N Pn+1) = §P (Nn,kfl n Fn> .

b) En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements :
(anPnJthnﬂFn+17anPn+17anFn+l)

et les relations précédentes, montrer que ’on a pour tout k €[[1,n + 1] la relation :

1 1
P(Npt1x) = §P(Nn,k) + §P(Nn,k—1)~

3. Probabilité de N,, ;,
Pour tout m € N*, on note G,,, : R — R la fonction polyndémiale définie par :

m
Vo €R, Gm(x) =Y P(Npx)z".
k=1
En particulier, on déduit des résultats précédents (on ne demande pas de le vérifier) que Vo € R, Gi(z) = =.
a) Déduire de I1.2.b que pour tout « € R, on a la relation :

1+
2

Gryi(x) = Gn(z).

b) Déterminer une expression explicite de G,,(z) pour tout n € N* et tout = € R.

c) Déterminer la probabilité de N, i, & partir de 'expression de G,,.
Fin de l’exercice 1

Exercice 2 : Matrices de Gram
(Extrait de E3A PC 2016 maths A)

Soit E un espace vectoriel euclidien. Le produit scalaire sur E est noté < , > et la norme associée || |.

Soit n un entier naturel non nul. Pour toute famille (uq, ..., u,) de vecteurs de E, on note G(uy, ..., u,) la matrice (n,n)
dont le (7, j)-éme coefficient est < u;, u; >, pour tout (¢,7) dans[1,n] 2,

Soit M une matrice (n,n) & coefficients dans R, dont le (i, j)-éme coefficient est noté m; ;, pour tout (4, ) dans [1,n] 2.
Si p € N*, M®P désigne la matrice (n,n) dont le (i, j)-eme coefficient est mj ;, pour tout (i,7) dans [[1,n]] Z,

On dit que la matrice M vérifie la propriété G s’il existe des vecteurs uq,...,u, dans E tels que :

M =G(ug, ..., uy).

Partie I - Question de cours
Rappeler, sans démonstration, l'inégalité de Cauchy-Schwarz (avec le cas d’égalité)
Partie 1I - Le cas n =2

Dans cette partie, on suppose n = 2. Soit B = (‘CI Z) une matrice (2,2) a coefficients dans R.

1. On suppose que la matrice B vérifie la propriété G. Soit (uy,us) dans E? tels que B = G(uq,up) . Justifier que
a>0,b=c,d>0et det(B)>0.

2. Réciproquement, on suppose que a > 0, b = ¢, d > 0 et det(B) > 0. Justifier que B vérifie la propriété G.
Indications : En considérant (e1,es) une base orthonormale de E, on pourra construire une famille de vecteurs
(u1,uz) telles que B = G(uy,u2) en choisissant uy sous la forme xey et us sous la forme ye; + zea pour des
nombres réels x, y, z qu’on précisera. On pourra commencer par étudier le cas a > 0.

3. Justifier que la matrice B vérifie la propriété G si et seulement si, pour tout entier p dans N*, B®P vérifie la
propriété G.

Partie II - Le cas n =3

1 1 0
Dans cette partie, on suppose n = 3. Soient a, b deux nombres réels. On pose : C =1 a b
0 b 1

1. On suppose que la matrice C vérifie la propriété G. Soient w1, us, ug des vecteurs de E tels que C' = G(uy, ug, uz).

a) Démontrer que a > 1 et a > b2,



=3

)
)
)
e)

[oFNe)

Justifier que la famille (u1,u3) est othonormale.
Déterminer le vecteur vy, projeté orthogonal du vecteur uy sur le plan engendré par les vecteurs uy et us.
En déduire que a > b2 + 1.

Démontrer que les vecteurs uq, us, us sont linéairement indépendants si et seulement si @ > b% + 1.

. On suppose a > b? + 1. Soit (e1,e2,e3) une base orthonormée de E.

a)
b)

c)

Indication : soit § € |0, x|, montrer que pour 6 € [—, ] et t € [0, +0o0],

Déterminer l'ensemble des vecteurs u = xe; + yes + zes, (x,y,2) € R?, tels que < u,e; >=1 et < u, es >=b.
Justifier que la matrice C' vérifie la propriété G.

Est-il vrai que, pour tout p dans N*, la matrice C®? vérifie la propriété G? On argumentera précisément la
réponse.

Fin de I’exercice 2

Probleme : intégrale de Dirichlet généralisée
(Extrait de Mines-Ponts MP MPI 2024 maths 1)

Le but de ce sujet est de calculer I'intégrale de Dirichlet généralisée

+oo 1— 2p+1
[,
t2
0

Partie I : Calcul d’une intégrale
Dans tout ce qui suit, = est un élément de ]0, 1] fixé.

1. Montrer que pour tout § € |-, [, la fonction f définie par

10, +o0] — C

. tzfl
! t _—
1+ tet?
est définie et intégrable sur ]0, +oo.
Soit r la fonction définie par
-7, 7 — C
+oo z—1
: t
U e [T
0 1+ te

2. Montrer que la fonction r est de classe C' sur |—m, [ et que :

+oo T
Vo c ]—Tf', 71'[, T/(g) = —ieie/ t72 dt
o (1+4te?)

2
1+te| > 1+ 2tcos(B) + t2.

Soit g la fonction définie par

-7, 7] — C

+ _

g 0 — eizﬁ/ T
0

— dt
1 4 tet?

3. Montrer que la fonction g est de classe C* sur |-, 7| et que pour tout € |—x, 7|,

+oo
g (0) = ie”e/ R (t) dt,
0

ou h est la fonction définie par

t(E

10, +o0] — C
h:
1+ tet®

Calculer h(0) et . liin h(t) et en déduire que la fonction g est constante sur |—m, 7.
— 400

4. Montrer que pour tout 6 € ]0, [, on a les égalités suivantes :

. 1 iz —ixf ; i t*
9(0) sin(w) = = (9(=0)e™” — g(0)e™") = s1n(9)/0 2 1 2tcos(@) + 1"




5. Pour n € N*, on définit le réel 6,, par 6,, = g + arctan(n). Montrer les deux égalités suivantes :

oo tr T/ w+n \* du
Vn € N*, g(0,,) sin(z6,,) = dt = / < )
9(6n) sin(w6n) 0 V1+n2(1+t2)—2nt n V1i+n2/ 1+u?

On rappelle les formules sin(arctan(x)) = et cos(arctan(z)) = , pour tout x € R.

x 1
V14 22 V1+ 22

6. FEn déduire, en utilisant le théoreme de convergence dominée, que :

+oo du
1 1 = _—
n—1>r-&r-100 9(0n) sin () /OO 1+ u?
Indicati srif u+n <1+]ul
naication @ on pourra cCommencer par VETLNer que | —F———| X u.
V14n?

7. En déduire que

+oo tw—l T
dt = —
o 14t sin(mrx)

Partie II : Une expression (utile) de la fonction sinus

On rappelle que x est un élément de ]0, 1] fixé.
+oo yx—1 1 r—1 T 1,z —x
t t t 1 tt —t
/ dt = / (7 + > dt = / —dt
o 1+t o \1+¢ 1+t x  Jy 1+t

1 +Z°° 2(—1)"x
sin(rr) w —n?—a?

8. Montrer que

9. En déduire que 'on a

10. En déduire enfin que :

“+o0

"y sin(y) B sin(y)
Yy €0, 7], Z y—n27r2 =1- ”

Partie III : Calcul d’une intégrale de Dirichlet généralisée
11. Montrer que l'intégrale

$2

/+°° 1 — (cos(t))?*! &
0

converge et que :
sin(¢)
t

dt

201 — (cos(t))?PH! _ e 2p
/O e —dt=(2p+ 1)/0 (cos(t))

12. Montrer que pour tout n € N*,

wn sin 3 —1)™tsin
/ (cos(t))* < dt:/o (00s(t))2pw dt

Z+(n—1)m 3

oo psin(t) . [F cos(£1)2
/0 (cos(t)) dt—/o( ()P dt

Dans le cas p = 0, cette intégrale est communément appelée « Intégrale de Dirichlet ».
15. Mont : (cos(t))P = — 2p +2 k)t)
. Montrer que : (cos 2% Z cos(2(p —

elt e—zt 2p
Indication : On pourra développer (T) .

13. En déduire que :

14. En déduire que :

16. En déduire que :

20 1 — (cos(t))?Pt! & — T.(2p+1)!
o 2 = Pt (12



