Correction du DS5

Exercice 1 : (Extrait de CCINP PC 2022)
Partie 1

1. Liyy=EiUEyavec By =P N--- NP, NFyy1et By =FN---NF,N P
2. Par incompatibilité de Ey et Es, P(L1y) = P(E1) + P(E3) puis par indépendance des lancers, P(Li ) =

k+1
P(Py)...P(P)P(Fi1) + P(F)) ... P(F)P(Pps1) = 2 x (5) donc | P(Ly ) = 2%

—+o0 —+oo
1/2
3. Comme Ly = U Ly 1, par incompatibilité 2 a 2 des Ly y,ona L1 g = 1—2 P(Ly) = 1_2 27F=1- 1 _/1/2
k>1 k=1 k=1
donc | P(L1,0) = 0| (la probabilité de ne faire que des piles ou que des faces est nulle)
Partie IT
1.a) Avec 1 lancer, on a obligatoirement une seule série donc | P(Ny ) = { (1) : Z i ;
Avec 2 lancers, on a une ou deux séries donc Ny = (Py N Py) U(F1 N Fy) et Ny o = (PN Fy) U (Fy N Py) done
1\ 1 1
P(Nz’l) =2 <§) = 5 et P(NQ’Q) = 5 et P(Nnyk) =0sik 2 3.

b) On ne peut pas avoir plus de séries que de lancers donc ‘ P(Nn,)=0sik>n+1 ‘

2.a) Npy1x N P, N P,y correspond & avoir k séries en n + 1 lancers en terminant par deux piles donc il n’y
a pas de nouvelle série qui apparait lors du lancer n + 1; les k séries étaient donc déja présentes avant le
n®™e lancer donc Npt1,x NPy, NPy = Np NPy N Ppyq. Comme Ny, i N P, ne dépend que des n premiers
lancers et que le (n + 1)éme lancer est indépendant des n premiers, P, est indépendant de N, ; N P, donc

1
P(Ny i 0 Py Pug1) = P(Nyge 0 Pa) X P(Poga) done | P(Nug1 e 1 Pa 0 Por) = 5 P(Noi 0 Pr)

b) Par la formule des probabilités totales, avec le SCE (P, N Ppy1, Fru N Fry1, F, N Poy1, PN EFyqq), on a

P(Nn+1,k) = P(Nn+1,k N Pn N Pn+1) + P(Nn—i-l,k N Pn N Fn+1) + P(N71,+1,k N Fn N P71,+1) + P(Nn—i-l,k N Fn N Fn+1)

1 1
=5 [P(Nnk N Py) + P(Npi N F,)] + 3 [P(Nnjk—1 N Pp) + P(Np -1 NEF,)]

1 1
donc P(Npy1%) = =P(Ny i) + P(Ny k—1) par la formule des probabiltés totales associée au SCE (P,, F,,)

2 2
Cette formule reste valable pour k = 1 avec N,, o = 0 (car il y a au moins une série en n lancers si n > 1)
1 n+1 1 n+1
3.a) Gny(o) = > P(Nni)ak + 3 > P(Nni-1)z* or P(Nyni1) =0 et P(Ny ) =0 donc
k=1 k=1
1 n n+1 1 n 1 .
— k k h+1 _|
Gryr(x) = 5/;13(1\7” Rk + S ];P(Nnyk,l)x = 5Gnl2) + 5 };P(N e )

1 1 n—1
b) (Gn(z))nen- est géométrique de raison —i2—x donc |Vn € N,Gp(z) == ( i x) car G1(z) = .

n—1
~1\ .
¢) On développe G, (x) par le bindme de Newton : G, (x) = ;—_1 Z (n ) )zj et, par unicité des coefficients
J
7=0

1 -1
d’un polynéme (et k = j+1),| P(Npx) = o1 (Z B 1) pour k €[1,n]|et P(N, ) =0sik>n+1ouk=0.

Exercice 2 : (Extrait de E3A PC 2016 maths A)
Partie I : Cours!
Partie IT :

1. Onaa = ||us]|? et d = |juz|* donc|a >0 et d > 0| De plus < uy,uy >=< ug,u; > donc et, par 'inégalité
de Cauchy-Schwarz, ad — be = |Ju1||® x [Juz||*~ < ui,up >?> 0, ie|det(B) >0

2. Sia > 0 et posons u; = xej et us = yej + yeq, comme (el7 62) est orthonormale, on a ||u1||2 = ,TQ, < Ui, Uz >=TY
2
< =a
et |luz||* = y*+22. Pour que B = G(uy,us), il suffit donc que { zy =1b . On choisit donc = aety = —;
v +22=d Va



b?  det(B det(B
reste & trouver z tel que 22 =d — — = et ) On prend donc z = et( )
a a a
Sia=0,onadet(B) =ad—b*> = —b* donc det(B) > 0 impose aussi b = 0. On a donc B = (8 2) ; il suffit donc

de choisir u; = 0 et uy = Vdes pour que B = G(ug,us).
En résumé, on a bien ‘ B vérifie G si et seulement sia > 0,d >0, b=cet det(B) >0 ‘

p
3. On a B®P = (chp ZI;

Si B vérifie G : on a alors a > 0,d > 0, b = c et det(B) > 0. Soit p € N*, on a a” > 0, d? > 0 et b’ = cP; reste
la condition sur det(B®P) : comme det(B) > 0 et b = ¢, on a 0 < b? < ad donc b*? < (ad)?, ce qui signifie que
det(B®P) > 0. Ainsi B®? vérifie G aussi.
Réciproquement : si B®? vérifie G pour tout p € N* alors B vérifie G (il suffit de prendre p = 1).
Partie IIT :
1.a) Si C = G(u1,uz,uz), on alluy||*> = 1, [Juz||®> = a et < uj,us >= 1. L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

1] < 1xa,ie . De méme b =< ug,u3 > et |jus||* = 1 donc (Cauchy-Schwarz), |b| < v/a x 1 puis

). On raisonne alors par double implication :

b) Comme ¢; 3 =0, on a < ug,uz >=0; on a déja vu ||u1|| = |Juz|| = 1 donc ‘ (u1,ug) est orthonormale‘
c) (u1,us) est une bon de P = Vect{ui,uz} donc vog =< uy,us > u1+ < ug, us > ug et
d) wo = wp(uy) donc uy = v + (up — va) avec uy — vy € P donc |Jus||? = ||va||? + |Juz — v2|* = ||uz||?, avec le

théoréme de Pythagore. Comme ||ug||? = a et ||vz|* = 1+ b® (car (u1,u3) orthonormale),

e) Si (u1,us,us) est libre alors uy ¢ Vect{uy,us} donc ug # vo; on a |Jug — va||* = [Jua||® — ||v2|* = a — (1 + b?),
par le théoréme de Pythagore. On a donc a — (1 + b?) > 0.
Supposons cette fois que a > 1+b%, on a alors ||ug —vs|| > 0 donc ug # vy, ce qui signifie que uy ¢ Vect{u, us}.
Comme u; et ug sont libres (car orthonormées), on en déduit (uy,ue,us) libre.

En résumé, | (u1,uz, us) est libre si et seulement si a > 1 + b ‘

2.a) (e1,e2,e3) est orthonormale, < u,e; >= x et < u,e3 >= z : I’ensemble cherché est’ {u =ey +yes + beg,y € R} ‘

b) On choisit u1 = ej, uz = e3 et ug = u avec un des vecteurs u de l'ensemble précédent (il reste donc a
choisir y). On a alors |lui||? = |jus|* = 1, < up,ug >=< ug,u; >= 1, < uj,uz >=< uz,u; >= 0 et
< U, uz >=< uz, ug >= b. Pour que C' = G(uy,us,us) il suffit donc que a = ||up||? : pour un tel vecteur us,

on a |lug||?* = 1 +y* + b*; il suffit donc de prendre y = y/a — (1 4 b2). Ainsi ‘ sia>1+0b? C vérifie G‘

¢) On vient de voir que pour une matrice de cette forme, C vérifie G si et seulement si a > 1 + b2. Supposons que

1 1 0
la matrice C' vérifie cette condition et soit p > 2 (si p = 1, C vérifie G); on a C®? = [ 1 @ b | qui est
0 v 1

donc de la méme forme que C. Pour que C®? vérifie G, il suffit (et il faut) que a? > 1+ b*?. Comme a > 1+ b?,

p—1
onaaf > (1+0b%)P =1+b"+ Z (i) b?% > 1+ %P car b** > 0. On en déduit que ‘ C®P vérifie G si p € N*
k=1

Probléme : (Extrait de Mines-Ponts MP MPI 2024 maths 1)
Partie I

) ) 1
1. 6 €] -7, n[ donc e # —1 donc 1+te? # 0 pour t > 0 et f est continue sur R™*. De plus f(t) o e etl—z <1
— x
—if

donc f est intégrable au voisinage de 0. Enfin, f(¢) et 2—x > 1 donc ‘ f est intégrable sur RT*

z—1 t%:oo t2—=
2. On pose h: (0,t) — 1o 10 et on applique le théoréme de dérivation :
e
Hl:sit>0,0 h(6,t)est Ct sur | — 7, 7.

H2 : sif €] — 7,7, t — h(0,t) est continue et intégrable sur RT* d’aprés la question précédente.

h _a i@tm
H3:sif€|—mn[,t— %(H,t) = (1_:_679)2 est continue sur R**,
oh tr t* t* tr
H4: | (6, = —— = . —— = < = (t) (indépendant
‘80( ’ )’ [1+te?2  (1+te?®)(1+te ) 1+ 2tcosf+t2 = 14 2tcosf + t2 (1) (indépendante

de 0) si 0 € [~f3, 5] car cos est paire et décroissante sur [0, 3] C [0,7[, donc cosf > cosf3 puis t > 0 donc
tcos >tcosf et 1+ 2cosf + 2 >1+2 cos 3 + T 1+ tew\2 > 0. La fonction ¢ est continue et intégrable

1
- +x ~ ~ _
sur R™ car ¢(t) o o (et © < 1) et p(t) e Pa (et 2—x > 1).
) +oo t®
On en déduit que |r € C*(] — 7, 7]) et /() = —2'619/0 At i) dtsi|f| <




. Par produit avec 6 — ¢ on en déduit que g est C* sur | — 7, 7| et ¢'(8) = ize™r(h) + *'(#) puis, avec la

, 0 +oo .’I}'tm71 tweie 0 +oo ,
uestion précédente, g'(0) = ie'” — — . dt = ie*” h'(t)dt
q D g'(0) /O T ic? (1) /0 (t)

i0
On a ensuite | h(0) = 0| car x > 0 et h(t) et tf— donc Emh =0|car 1 —x > 0.
— 00 r oo

. +oo
On en déduit ¢'(f) = ie'™® [h(t)} = 0 donc (] — 7, [ est un intervalle) ’g est constante sur | — T, 71'[‘
0

iz0 —ix
_ 1 _ _
. Comme g est constante sur |—m, 7[, on a g(8) = g(—0) et g(6) sin(zf) = g(0)27,6 =5 (9(—0)e™® — g(B)e™7)
i i
TR . Loty et to! L[ 14te — (1 +te™)
Par linéarité de 'intégrale, g(0) sin(x6) = 22,/0 (1 e 1y te“’) t= %), 5 ]2 [

sin(9)t”

1 [+ il _ if Foo
donc ¢(0) sin(z) = /0 ——————— " dt. On en déduit que | g(#) sin(z0) = /o 11 %% cos0 1 2

2i 1+ 2tcos @ + t2

—-n

V14n?

. On a, avec les relations rappelées, sin(f,) = cos(arctann) = et cos(#,) = —sin(arctann) =

1
V1+n2

d sin(6,,)t* v o o ¢ u+n la foncti = u+n .
onc = . On pose ensuite t = ——— : la fonction u — —— es
1+2tcos(fp,) +12 /1 +n2(1+12)—2nt P V1+n? V1+n?

1
C!, bijective et stricten;ent croissante de | — n, +-oo[ sur R et dt = Winws du. On vérifie
(u+n) ) u+n 1 5 5 +n’, 1 5
\/1+n2(1+7 —2n = 14+n7)+ (u" 4+ 2nu+n*) —2n(u+n)) = ——(1+u
1+ n? Vitn2z JVitn? ( )+ )~ 2nlu+n)) 1—|—n2< )

+°°( u+n )z\/l—i—nQ du

On en déduit g(60,,) sin(z6,,) = / e 01w X e

u+n \° . 400
. On pose f,(u) = (\/1 + n2> 1+ u2 siu €] —n,+oof de sorte que g(6,,)sin(z0,) = / frn(u)du

0 siu<< —n —o0

) u+n \* 1

H1l: siu € R et n grand, f,(u) = (m) T i 152 donc (f,,) CVS sur R vers u +— TTa
1
H2 : les fonctions f,, et u — Trw? sont CM° sur R.
u

. utn | 1 (1+ Jul)® lutn| _ Jul+n _ |y
H3 : — n = < = < < —41< 1.

siu €]—n, +ool, | frn(u)| a1 T ¥(u) car i - - + |u|+

Comme f,(u) = 0 pour u < —n, on a |f,(u)| < ¥(u) pour tout u € R. On vérifie ensuite que ¥ est continue

sur R et [¢(u)] et 2 —x > 1 donc ¥ est intégrable sur R.

~ _
u—+oo |u|2—m

oo du +o0
On en déduit nli}rj_l@g(%) sin(x6,) = /0 Toa [arctan(u)] =T
. Comme g est constante sur | — w, 7| et 6,, €] — 7, 7[, on a aussi g(6,) sin(z,,) = g(0) sin(z6,,) R 9(0) sin(7z)
n—-+0oo
‘oo qt T
car lim 6, = m. Par unicité de la limite, on en déduit, car sin(wx) # 0, | g(0) = / = —
n—+4oo o 1+t* sin(rz)
Partie I1 1 1 -1
8. On pose t = — : I'application u — — est C! bijective et strictement décroissante de 0, 1] sur [1, 4+-oo[ et dt = — du
+o0 t;l—l 0 ul—e v 1 1 w7 U
donc / dt = / —— X —du= / du ce qui donne la premieére égalité demandée par relation
1 1+t 1 14wt 2 0 u+1

de Chasles (et linéarité de 'intégrale).

byt ! £ 1 by
La seconde égalité découle de / dt = / (tifl - > dt = = — / dt
o 1+t 0 1+t z Jo 1+t

14t 14t

1 oo
. Pour t € [0,1], on a 57~ nz::o(—l)"tn donc, pour ¢ €]0,1]

alors u, (t) = (—=1)™(t*T™ — t"~*) et on applique le TITT :
tr—t7"
H1 : g u, CVSsur ]0,1[ vers S : t — ———

141
H2 : les fonctions u, et S sont continues sur |0, 1[.

—+oo
Z(—l)" (t**™ —¢"=*). On pose
n=0

1
H3 : u, est continue sur ]0,1]; wuy,(t) Kadtrs (car —z < z) et < 1 donc u, est intégrable sur |0, 1]
—

0 t*
1

1 1 2z 2z

H4:t<1d ) = —t"t" 4" d t)dt = — = ~ =

< 1 done fun (9) * OHC/O [un ()] x+n+1+nfx+1 (n+1)2 — 22 n>+o00 n2

1
(SATP) donc Z/ |, ()] dt converge
0



+
=3 2x

—+o00
n+1
Onendedult/S dt_Z/ Un (t dt_nzo( 1)+W

Avec la seconde égalité de la question

+oo o 1dt 1
précédente et avec un changement d’indice (p = n + 1), on obtient / T — 2 -
0 p -z

10. Siy €]0,7[, on pose y = 7z avec x €]0,1[ et II.9 donne
sin

2(=)"y/m _m X 2(-1)"my dot
=— - E =—— E ————= d’ou
n2 2/Tr2 y = n2mw2 — y?

I’égalité demandée.

Partie I11
1 — cos?Ptl¢ 1 — cos?Pt1t 1 1 — cos?Pt1¢ 1—(1—1¢2%/2 t2))2ptl
11. t —» ———— est continuesur R™, ————— = <—) = ( [2+o(t))
t2 12 t—+o00 12 12 t—0 12
1—cos?Ptlt 1—-[1—(2p+1)t3/2 12 2p +1 1 —cos?Pt1t
o8 = [ (2p+ DE7/2+ o(t")] P+ donc |t +— Soes ¢ est intégrable sur R**
t2 t2 t—0 2 t2

-1
On effectue une IPP avec u : t — - et vt 1—cos®™Tt:u et vsont Ct sur RT*, lignuv = 0 (méme DL)

cos?Ptly

+00 +oo
1-—- +oo 1
et Em uv = 0 donc / 2 dt = [u(t)v(t)} + / 7 X (2p + 1) sin(t) cos® tdt (et cette deuxieme
oo 0 0 0

+00 2p+1 +oo
1-— Pt t
intégrale converge). On a donc bien / ST P = (2p + 1)/ sin(t) cos?P tdt
0 0

t2
T ™ 1 pee 4. ) . Tow
12. On commence par poser t = ) +u:u— 3 + u est C* bijective et strictement croissante de [75, 5} sur
+nm - z n o
us 0 2 sint 2 (=1)"sinu
{—f —nm, =+ nﬁ} et dt = du donc / ——cos?tdt = / (D" sinu ((=1)" cosu)®” du puis (Chasles),

(=™ sinu

2T gin ¢ 2 utnm O (=1)"sinu
/ —— costdt = / cos?P udu + / L cos?? u du. On pose alors v = —u (méme type
T t 0 _% u -+ nm

2T gint 2 (=1)"sinu 2 (—=1)"sinv
de justification) et on obtient / ~ cos?P tdt = / D" sinu cos® u du — / ()" sinv cos® v dv d’on
0 0

T nr u+ nmw —v 4+ nm
le résultat final par linéarité de l’intégrale
la relation de Chasles Tt oy — N~ [T 2D o b car Vinégrale de gauch
13. Par la relation de Chasles, on a . tdt = Z _22 5 cos™t t (car U'intégrale de gauche est
. ‘. . v 2(=1)"tsint
convergente) et il reste & intervertir la somme et l'intégrale : on pose u,(t) = ————— cosPt et on a

2 _ 922
1 : les u, sont continues sur le segment {O, g}

2tsint
H2 @ fu, ()| "2 20 y

nznz 2 OO S Sy done flunfloe <

4
m et Zun CVN sur [0, g}

On en déduit 'interversion demandée.

2
On peut aussi le faire par TITT avec (Hj) / |un ()] dt <

<0
2 3 lumll An2 — 1

2 sint
14. On rajoute / TCOSZI’ tdt et par Chasles (coté gauche) et linéarité de lintégrale (coté droit), on obtient
0

+o00 z . +o00o . +oco . z

t 2 t 2(—1)"tsint t 2

/ sin T costdt = / L Z (2)72812 cos?? t dt donc (I1.10), / SP cos?P tdt = / cos? t dt
0 Tt 0 t =t entw 0 t 0

15. (Calcul des intégrales de Wallis) Par la formule du binéme de Newton,

2 —1 2
92D og2P ¢ — = (2p i(2k—2p)t _ — (2p i2k—2p)t , [ 2P 220\ iak_opyt
cos™t = Z A e = Z 3 e + » + Z A e

k=0 k=0 k=p+1

ek $ (20 ke pamye (22)=C0) (20 | %= (2
Z Z(k>e(k )—|—< >+Z(2p h) h)t Z (p)—FQkZ_O(k)cos[(Qp—Qk)t]

k=0

sin[(2p — 2k)t]
2p — 2k

™ LR 1 (2p o0 ] — cos?Ptl ¢ T (2p
[0, 5], /0 cosPtdt = 2% (p 5 et donc, avec ITI.11 et ITI1.14, ; Tdt =2p+ 1)221)_|r1

3 3
16. Comme, pour k € [0,p — 1], 2p — 2k # 0, on a / cos[(2p — 2k)t] dt = { } = 0, en intégrant sur
0 0




