TD17 : Séries entiéres

Exercice 1 (CCP PSI 2018)

Rayon de convergence et somme de Z n(=D" g™ (%)
n=0

Exercice 2 (Mines-Ponts PSI 2017)

Domaine de définition et somme de f(x) =
z>:1 n(n+1)2n+1)

nz

x’ﬂ

. Calculer f(1). (*)

Exercice 3 (CCP PSI 2016)
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Caleuler 3~ =0
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Exercice 4 (Mines-Ponts PSI 2023)
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Calculer 7;) Gnt ) @n+2)

Exercice 5 (CCP MP 2015)
DSE de f(z) = In(1 — x — 22%). (*)

Exercice 6 (Centrale PC 2011)
Donner le DSE de f(z) =In (1 + 2+ x2). (*)

Exercice 7 (CCINP PSI 2023)
n! 2n41

On considere la série 2 TXx3x5x - x @nt1)

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere.
+o0

n!
2. On pose Vz € |-R, R], f(x):21x3><5><~--><(2n+1)
—0

n
Donner une équation différentielle d’ordre 1 a coefficients non constants vérifiée par f.

2n+1

3. Rappeler 'expression de arcsin’ puis résoudre I’équation différentielle. En déduire une expression simplifiée de la
fonction f

Exercice 8 (Mines-Télécom PSI 2022)

Soit f(z) = (arcsinx)?.
1. Montrer que f est DSE sur | — 1, 1]
2. Montrer que f’ est solution sur | — 1,1[ de (1 —2%)y’ —ay =1
3. Déterminer les coeflicients du DSE de f. (*)

Exercice 9 (CCINP PSI 2022)

n
n
Soit (an)nen définie par ag = 3 et apy1 = Z (k) agGy_1 pour n = 0.
k=0

a
1. Montrer que 0 < —T: < 4ntt pour tout n € N.
n!

N

s a
. Que peut-on en déduire pour le rayon de convergence de E —T:m" ?
n!
n=0

3. Montrer que la somme f de la série entiere précédente vérifie f/(x) = f(z)?.

4. En déduire la valeur de a,,. (*)

Exercice 10 (Mines-Télécom PSI 2022)
Soit (an)nen une suite de complexes et R le rayon de convergence de Z anz".

"1
1. Rayon de convergence de Z an(lnn)z" et Z an (Z k;) z2"7?

n>1 n>1 k=1
n

2. On pose v, = — — Inn. Montrer que la suite (7,) converge.

k
k=1



= n In(1 —x)
3. Montrer que : Z(lnn)x S R

n=1

quand x — 17. On pensera a un produit de Cauchy de séries entieres.

Indications
Exercice 1
Séparer les termes pairs et impairs.
Exercice 2
1 o
Décomposer en éléments simples puis diviser la somme en 3 ; pour g(x) = distinguer
P nn+1)(2n+1) pies p pour g(z) ZQnJrl g

n>1
x>0 etz <0 et changer de variable (chercher g(t*) par exemple).

Exercice 5
f(z) se scinde en deux.
Exercice 6
Cette fois, on ne peut pas scinder f(x) mais on peut le faire pour f'(z).
Exercice 8
3. Pour simplifier les calculs, remarquer que f' est impaire.
Exercice 9

4. Déterminer [ en se placant sur un intervalle | — h, h[ ot f ne s’annule pas et en considérant la fonction 1/f.



