Correction du DM13
(d’apres CCP PC 2012 Maths 2)

Partie I :
1.a)

b)

c)

. P L . p<l siaz0 —
La suite (n“) est bornée si et seulement si { <1 sia<0 donc

N N ooy
On a Z T + z—a = QZ R = ol-« Z (:;a) dong, si |z| < 1, en faisant tendre N vers +oo, on

1
obtient | Lo (—2) + La(z) = 2' 7Ly (2?)

+oo  n—1
2.a) Ona, pourz €| — 1,1, L), (z) = Z Y donc ‘ Lo(z) = 2Ll ,(z) pour |z] <1
n=1
+oo 7
b) Ona Ly(z) = xe" donc | Lo(z) = 1=, pour lz] <1
n=0
On a ensuite, L_1(z) = xL{(x) donc | L_1(x) = _ pour |z| < 1|et enfin, L) (z) = Lo(z) = —— pour
’ (1—x)? ’ T 1—x
0 < |z| < 1 donc, comme L1(0) = 0, on a‘Ll(m) = —1In(1 — z) pour |z| < 1‘
3. Porn > 1,2 >20et o <1, 0ona x—a > T donc, si x € [0,1], on a Lo(x) > Li(z) = —In(1 — z) donc
n n
lim Ly(x) =4oc0sia<1
Tz—1—
Partie I1
1.a) Avec f,(x)= x—a, on a
H1 : pour tout n > 1, la fontion f,, est continue sur [—1,1].
H2 : || fulloo,[~1,1] = — est le terme général d’une série convergente si o > 1 donc Z fn converge normalement

sur [—1,1].
On en déduit que ‘ L, est continue sur [—1,1] si o > 1 ‘

_ Li(z) ~ In(l-2)

Pour z €]0,1[, on a Lj(x) = +oo donc Lo est continue sur [—1,1], dérivable sur

x z—1

| —1,1[ et lim Lj(x) = +o0; on en déduit que ‘ Ly n’est pas dérivable en 1 ‘
r—1—

1
La fonction ¢, est continue par morceaux sur R™ si z = 1 et sur R si 2 < 1. Pour z = 1, 1 (u) N i et
u—0 U .
1
2 —a < 1 donc ¢; est intégrable sur |0, 1]. Pour z < 1, ¢, (u) o0 © (—2) donc ¢, est intégrable sur [1, +oo.
—+0o0 u

On en déduit que ‘ K, (z) est défini pour x < 1 ‘

1
La fonction t — t* " 1e~! est continue par morceaux sur R* (car a > 1), de plus t* te™* e © (7152) donc
— o0

t*~ et est continue, positive, non nulle

t — t>Le™t est intégrable sur RT pour o > 0. Enfin, la fonction ¢ —

et intégrable sur RT* donc C’est en fait la fonction T'!

xua—l

On a, pour z € [—1,1] et u > 0,
eY —x

k

e ™=
=qu*l——— = E utake™ M car |ze | < 1siu > 0 et
1—ze v —

e~ " et on applique le TITT (avec = € [—1,1] fixé) :

I’UO‘71

|z| < 1.; on pose alors g (u) = u® '

H1 : On vient de voir que Z gn converge simplement sur R vers S : u
n>=1
H2 : Pour tout n > 1, la fonction g, et la fonction S sont continues par morceaux sur RT*.

et —x’
. o I 1
H3 : Les fonctions g, sont intégrables sur R™ car lim g, (u) =0 (a > 1) et g,(u) = ol|— | pourn>1.
u—0 u——+o0 u

+oo “+o0 9
H4 : Enfin, / |gn(u)| du = \x|”/ u® te ™™ du; on pose § = nu (6 — — est C' bijective, strictement
0 0 n

+oo n +oo n
croissante de R™ sur R™*) et on a / |gn (u)] du = %/ 6 te=0do = %Ga. Comme o > 1, la
0 n= Jo n

1
série g — converge.
n()t



On en déduit que 2K, (x) = Z/ gn(u) du et comme / gn(u) du = —G, par le méme changement de
n=1"0 0 n

variable, on a bien ’ 2Ky (x) = G4 X Lo(z) pour a > 1 et x € [—1,1] ‘

b) On sait déja que L, est C° sur [~1,1] et C* sur | — 1, 1] donc il suffit de prouver que K, est C' sur | — oo, 1] car

a—1
G4 > 0 : on utilise le théoréme de dérivation des intégrales a parameétres. On note & : (z,u) — et on a
ev —x
H1 : Pour u > 0, la fonction  ~ k(z,u) est de classe C* sur | — oo, 1].
H2 : Pour x €] — oo, 1], la fonction u + k(z,u) est continue par morceaux et intégrable sur R™.
ok a—1
H3 : Pour z €] — 00, 1], la fonction v — 8—(1, u) = (72 est continue par morceaux sur R
T e —x
ok ua—l ua—l
H4 : Soit [a,b] C] — c0,1[; pour u > 0 et z € [a,b], on a |—(z,u)| = 5 < 5 = ¢(u) car
or 2P = ()
1
e —x > e"—b > 0; la fonction ¢ est continue par morceaux sur R (car b < 1), de plus, ¢(u) =0 (—2)
u—>—400 U
donc ¢ est intégrable sur R™.
4 1 / ooyt . . K (x)
On en déduit que K, € C (] —1,1]) et K, (x) :/ ————— dusi|z| < 1et o> 1 puis, avec L, = )
0 (eu - Jf) Ga
1 +oo ua—l +oo ua—l
onal|Ll(r)=— / du + x/ ————— du| si x < 1| par contre la dérivée de Lo, n'est égale a
Ga |Jo €e"—x o (ev—ux)
xnfl
la somme de la série entiére Z — que pour x €] — 1,1 car cette série est DVG pour x < —1.
n

c) Il s’agit de prouver que lintégrale définissant K, reste convergente si z € C\|1,+oo[, ce qui est le cas car

1
le" — 2|2 = (e“ — Re(2))? + (Im(2))? > 0 donc u + k(u, z) reste continue sur R et k(u, z) =0 (—2)
u——400 u
d) On commence par remarquer que si z° ¢]1, +oo[ alors z ¢]1, +oc[ et —z ¢]1, 400 donc L, (2) et L, (—2) existent.
u u

5 +o00 a—1 a—1
On a alors Ly (2) + La(—2) = G—Q(Ka(z) — Kqo(—2)). Puis Ky(2) — Ko(—2) = /o (e“ o z) du =

2u

+o0 —1
2zu® t
/ ——— du. On pose alors t = 2u : ¢ 5 est Ct, bijective et strictement croissante de R™ sur R™* et on a
0 e — z

+o00 ta7121704 dt

Ko(2) — Ko(—2) = 22/ — =2"%2K,(2?). Ce qui donne bien ‘ Lo(2) + Lo(=2) = 21 7% Lo (27) ‘

o et —z2 2
Partie III
1 2
1. Ly est continue sur [—1, 1] donc 1'égalité de I.1.c est valable sur [—1,1]; on en déduit | Lo(—1) = —§L2(1) = —7;—2
2.a) La fonction ¢ est C' sur ]0,1[ car 1 — 2 €]0, 1 si « €]0, 1.
/ = — — — — = = — —
b) Pour z €]0,1[, on a ¢'(x) = - - + . In(1 — ) — In(x) T 0 car Lq(x) In(1 Jc).2
Ly est continue sur [0,1] et In(z)In(1 —2) ~ —zln(z) —— 0 donc ¢ = lim ¢(z) = L2(0) + Lo(1) = T On
x—0 x—0 x—0 6
1\ 1[x? 1\\? 1 2 (In2)?
en déduit Ly <7> S (ln <7>) donc | Ly <7) 7 _ (2
2 216 2 2 12 2
. o x 1 9 1 1 . 1
3. Cette fois, on étudie ® : = — La(x) + Lo T + §(IH(1 —x))° : ® est C sur |—1, 5| carsiz € -1, 3
T —
1 1 L 1
alors xil = 1+x—1 e}—l,i C]—1,1[ et 1 —z > 0. De plus, si z # 0, on a ®'(z) = 15517) “Goe X
x—1 x 1 —In(1 —2x) 1 ( 1 ) 1
L — In(1—z)d ' (z) = 1 — In(l1—z)=0.C
x 1<x71> 1f:rn( ¥) done &'(z) x +x(x71)n 1—2 1- n(l-z) OHHme

1 1 1
®’ est continue sur }—1, 3 {, ona ® =0 sur } -1, 3 { Puis comme ® est continue sur {—1, 5}, elle est constante

1 1
sur cet intervalle; de plus, ®(0) = 0, donc | La(x) + Lo (Ll) = —i(ln(l —))? pour x € {—17 5}
Tz —




