Correction du DM5
Inspiré de CCP PC 2002 maths 1

Partie I

1.

2.

4.

On vérifie que | P = (X — 1)(2X — 1)? est annulateur de A

1
On cherche le reste de la division euclidienne de X" par P : X" = PQ +aX?> +bX +c. Avec X =1 et X = 3

a b 1
on obtient les équations 1 =a+b+cet 27" = 1 + — + ¢; en dérivant, puis avec X = 3 on obtient la troisieme

a=4—(n+1)2*" L [1-2n 2n 0
équation n2'™" = a+b. On en déduit { b=22""—44+6n2"" et A" = = —2n 2n +1 0 |, pour
c=1-p2l=n 2\ —on on+1-2v on
n > 1 (cette expression n'est pas du tout utile pour calculer la limite) ou plutot, en fonction de A%, A et I3 :

A" = (4= (n+1)22"") A% + (22" =44+ 6n27") A+ (1-n2""") I, pour n > 1

0O 0 0
. On en déduit lirf A" =4A%2 —4A+1,=[0 0 0 ||L’endomorphisme associé est un projecteur de rang 1 :
n—-+oo
0 -1 1

c’est le projecteur sur Vect{(0,0, 1)} parallélement au plan Vect{(1,0,0),(0,1,1)}.

Xa()) = (/\ - ;)2 (A— 1) done Sp(A) = {% 1} ot p(A) =1

Partie I1

1.

5.

6.

2
¥ est une norme (vu en cours); on peut aussi dire que ¥ est la norme N, sur C* en identifiant une matrice de

M, (C) & une vecteur de c.
Si A= ((1) i) alors (A) = 1 et ¢ (A%) = 2 donc ¥(A4)* <1 (4?).

.a) 6 est linéaire donc lipschitzienne et il existe C4 telle que 6 soit C4-lipschitzienne, ie ‘ N(AX) < C4N(X) ‘

b) L’ensemble considéré est une partie de R non vide (car C™ \ {0} # 0) et majoré par C'4 donc | N(A) existe

.a) Si N(A) = 0 alors N(AX) = 0 pour tout X # 0 donc AX = 0 pour tout X (méme nul) donc A = 0; la

réciproque est évidente.

b) Pour X # 0, on a N]E[)E?())()

N(AX)
N(X)

= Al < |AIN(A) donc | N(AA) < |AIN(A)

- ~ /1 1 ~ = =
¢) On en déduit, pour A # 0, N(A) = N (X()\A)) < WN()\A, ce qui donne | N(AA) = |A\|[N(A) | (qui est valable

aussi si A = 0)

N((A+B)X) _ N(AX) + N(BX) _ ~ - —

< NTX) < N(A) + N(B) donc | A+ B < N(A) + N(B)

N( ) donc | N(AX) < ]V(A)N(X) (valable aussi si X = 0.

d) Pour X #0, on a

\_/

N(AX)
N(X)
f) On vient de prouver que N est une norme sur M, (C); reste a vérifier qu’elle est matricielle : pour tout

X €C", ona N(ABX) < N(A)N(BX) < N(A)N(B)X donc N(AB) < N(A)N(B); ce qui justifie bien que

+
N(X
<

e) Si X #0 alors

N est une norme matricielle sur M, (C)

n
ca) J(AX)i] =Y aiga| < Z lai ;| < Mal|X||oo donc\ Noo(AX) < MANOO(X)‘

j=1

b) Y est choisi de sorte que : Vi € ﬂl,n]}, lyil = 1 et ai,;y; = |aiy;| , on a alors Noo(Y) = 1 et, la coordonnée

d’indice iy de AY est (AY);, Zamyj = M, donc Noo(AY) 2> MAN.(Y) = My ce qui donne, avec

j=1
I’inégalité inverse prouvée a la question précédente, ]f\f;(A) =My
Si A € Sp(A) alors il existe X # 0 tel que AX = AX. On en déduit [A\|N(X) = N(AX) < N(A)N(X) donc comme

X #0,0na |\ < N(A) Ceci étant valable pour tout A € Sp(A), on a|p(A) = |A| < ]V(A)

Si A € Sp(A) alors il existe X # O tel que AX = AX donc A*X = \*X et \¥ € Sp(4 ) 1sque X #0. On a donc
k k N Ak ok T _
0< p(A)F < p(A¥) < N (A*) doncsi A —0 alors lim p(A)* = 0 ce qui donne




fait juste avant !

Soit A € Sp(A) et X # 0 tel que AX = M\X, on a alors «AX = aAX donc aX € Sp(ad). De méme, si

A A
a # 0 et A € Sp(ad), il existe X # 0 tel que aAX = AX donc AX = —X et — € Sp(A). On en déduit
e e

Sp(ad) = {aX, A € Sp(A)} (ce qui est aussi vrai si @« = 0 et donc ‘ plad) = |a|p(A) ‘
p(A)

~ AF
p(A:) = < 1 donc A’; ——— 0 donc il existe k. tel que k > k. = N () <1

o(A) +2 - (o(A) +
— 1
d) On a donc pour tout € > 0 : p(4) < [N (Ak)] " < p(A) + € pour tout entier k > k. ce qui signifie que
~ 1
lim [N (4%)]" =
Partie III
1. A=(0 1)
2.a) 0<a;; <bet0< agyj < b;’j donc 0 < a; 1bg,; < a;,kbk’j puis 0 < Zai’kbk,j < Za;k ;w'
k=1 k=1
b) récurrence sur k
c) Pour tout ¢ €[1,n], Z;ai’j < z;bi’j donc Ny (A) = 1r£fm<xn2aw < Jnax. bij = Noo(B)
J= Jj= J
d) Si0< A< Balors0< AF < BF donc ]/V; (Ak) < J/V; (Bk) puis [],V; (Ak)]Z < []/\7; (Bk)}z et en faisant
tendre k vers +o0o, on a | p(A) < p(B)

a; ;i 1
Si A # 0, il suffit de prendre c = max —,si A=0, on prend c = ~
1<i,5<n by j 2

on a alors p(A) < p(cB) = ¢p(B) < p(B) car p(B) # 0 (en effet, comme B > 0, on a Tr(B) > 0 donc B possede
une valeur propre non nulle, la justification de ce dernier point viendra dans le chapitre sur le réduction).



