
Correction du DM16
(Extrait de CCP MP 2014 maths 2)

Questions préliminaires :
1. Cours !

2. a) Si x =
n∑

i=1
xiεi, on a s(x) =

n∑
i=1

λixiεi donc comme β est orthonormale, on a Rs(x) =
n∑

i=1
λix

2
i

b) On a
n∑

i=1
x2

i = ∥x∥2 et comme λ1 ⩽ λi ⩽ λn, on a λ1

n∑
i=1

x2
i ⩽ Rs(x) ⩽ λn

n∑
i=1

x2
i , ce qui donne bien

λ1∥x∥2 ⩽ Rs(x) ⩽ λn∥x∥2

3. a) On a Rs(ε1) = λ1, car ∥ε1∥ = 1, donc si s ∈ S+(E), on a Rs(x) ⩾ 0 pour tout x ∈ E donc λ1 ⩾ 0 et si
s ∈ S++(E), comme ε1 ̸= 0, on a λ1 = Rs(ε1) > 0.
Remarque : on a aussi reprouvé la réciproque car si λ1 ⩾ 0 (resp. λ1 > 0), on a Rs(x) ⩾ λ1∥x∥2 ⩾ 0 (resp.
Rs(x) ⩾ λ1∥x∥2 > 0 si x ̸= 0).

b) On a si,j = ⟨ei|s(ej)⟩ donc si,i = ⟨ei|s(ei)⟩ = Rs(ei) et ei est unitaire. Avec 2.b, on a λ1 ⩽ si,i ⩽ λn

Partie II

1. On a
n∑

i=1
a2

i,j = 1 car le j ème vecteur colonne de A est unitaire, on en déduit |ai,j | ⩽ 1

2. a) Il existe P ∈ On(R) telle que S = P∆P T , puis T (A) = Tr((AP∆)P T ) = Tr(P T (AP∆)) et, comme On(R) est
stable par produit, B = P T AP ∈ On(R)

b) Si B = (bi,j) alors Tr(B∆) =
n∑

i=1
λibi,i ⩽

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
λibi,i

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

i=1
λi|bi,i| ⩽

n∑
i=1

λi = Tr(S) d’après II.1. Comme

Tr(S) = T (In) et In ∈ On(R), on a max
A∈On(R)

T (A) = Tr(S)

Partie III

1. On a det(S) =
n∏

i=1
λi ⩽

(
1
n

n∑
i=1

λi

)n

d’après l’inégalité arithmético-géométrique (avec λi ⩾ 0) ce qui donne bien

det(S) ⩽
Å 1

n
Tr(S)

ãn

2. On a ST
α = DT ST D = Sα car S est symétrique et si X ∈ Mn,1(R) alors XT SαX = (DX)T S(DX) ⩾ 0 car

S ∈ S+
n (R) et DX ∈ E donc Sα ∈ S+

n (R)

On vérifie que les coefficients diagonaux de Sα sont α2
i si,i donc Tr(Sα) =

n∑
i=1

α2
i si,i

3. Pour cette valeur de α, on a Tr(Sα) = n et det(Sα) = det(D)2 det(S) = det(S)
n∏

i=1

1
si,i

. En appliquant III.1 à la

matrice Sα, on a det(S)
n∏

i=1

1
si,i

⩽ 1n donc det(S) ⩽
n∏

i=1
si,i

4. Il s’agit de montrer que det(S) = 0 s’il existe un indice i tel que si,i = 0 ; or d’après I.3.b, s’il existe i tel que
si,i = 0 alors λ1 ⩽ 0, on en déduit λ1 = 0 donc 0 est valeur propre de S et det(S) = 0.

5. L’inégalité d’Hadamard s’obtient directement en remarquant que det(S) =
n∏

i=1
λi.

Partie IV
1. On vérifie BT = B car AT = A, et si X ̸= 0 alors XT BX = (ΩX)T A(ΩX) > 0 car comme Ω est inversible,

on a ΩX ̸= 0. On a donc B ∈ S++
n (R) ; enfin, det(B) = det(Ω)2 det(A) = 13 donc B ∈ U Pour finir, on a

Tr(AS) = Tr((AΩ∆)ΩT ) = Tr(ΩT (AΩ∆)) = Tr(B∆)

2. L’application A 7→ ΩT AΩ est une bijection de U sur lui-même (sa réciproque est B 7→ ΩBΩT ) donc les deux
ensembles sont égaux : {Tr(AS), A ∈ U} = {Tr(B∆), B ∈ U}
Comme B ∈ S+

n (R), ses coefficients diagonaux sont positifs donc ceux de B∆ aussi et Tr(B∆) ⩾ 0. On en déduit



que {Tr(B∆, B ∈ U} est une partie de R, non vide (car In ∈ U donc Tr(∆) appartient à cet ensemble) et minorée
par 0 donc m = inf{Tr(AS), A ∈ U} existe

3. On a Tr(B∆) =
n∑

i=1
λibi,i ⩾ n

(
n∏

i=1
λibi,i

)1/n

d’après l’inégalité arithmético-géométrique : on peut en effet l’appli-

quer car λi ⩾ 0 et comme B ∈ S++
n (R), on a bi,i ⩾ 0 d’après I.3.b.

4. On a det(S) =
n∏

i=1
λi et, en appliquant l’inégalité d’Hadamard à B, on a

n∏
i=1

bi,i ⩾ det(B) = 1. On a donc bien

Tr(B∆) ⩾ n(det(S))1/n

5. On a déjà m ⩾ n(det(S))1/n. On vérifie que D ∈ S++
n (R) et det(D) = det(S)

n∏
i=1

1
λi

= 1 donc D ∈ U et m ⩽

Tr(D∆) = Tr
Ä
(det(S))1/nIn

ä
= n(det(S))1/n. On en déduit m = n(det(S))1/n


