Correction du DS7
(Extrait de CCP PSI 2011 maths 2)

Partie I :

1. Cours!

2. On a det(S) = H A; > 0 donc ‘ S est inversible ‘ De plus, il existe P € O,(R) telle que S = Pdiag(\y, ..., \,)PT;

3. a)
b)
c)

4. a)
b)
)

Partie II

1. a)
b)

2. a)
b)

=1

donc S7' = Pdiag (A\{',..., A, ) PT € Su(R) et Sp(S™") = {A\; i e[1,n]} CR™ et|S™' € STH(R)

A*=D

Si NY = puY alors DY = N2Y = uNY = 4%Y ; en identifiant la i®™° coordonnée, on a py; = \y;. On en
déduit (,u + \/)\7> (,u — \/)\7> y; = 0. Comme p + \/)\7 > 0, on distingue deux cas : soit 4 = A; = 0 et on a
bien py; = \/>T7yz ; soit p+ \//\7 > () et on obtient (,u — \//\7> y; = 0. Dans les deux cas, on a NY = AY. Si on
introduit (Y7,...,Y;) une base de vecteurs propres de N, alors on a NY;, = AY}, pour tout k € [1,n] d’apres
ce qui précede. Comme N et A coincident sur une base de M, 1(R), on a

La matrice | T = UAUT | convient.

Si T est une autre solution, on pose N = ULT'U, on a alors N> = D donc (I.3.a) N = A puis T/ = TAUT =T.
On en déduit que ‘ T? = S si et seulement si T = UAUT ‘

On a Ly(S)X; = Ly(M)X; car SX; = A\ X;. On en déduit | Ly(S)X; = { Xisthi =
0 sinon
P P
Ona|P= Z Vi Ly | puis P(S)X; = Z VieLi(S)X: = ik L, (S) X avec ko tel que \; = pg,. On a donc
k=1 k=1

P(S)(X;) = VA X;. Comme S est symétrique, P(S) est symétrique. De plus (X1,...,X,) est une base de
vecteurs propres de P(S) associée aux valeurs propres /A1, ..., /A, donc P(S) € SF(R). Enfin P(S) et V'S

coincident sur cette base donc | V'S = P(S)

X — X —
getngTg

rg(S—3I3) = 1 donc Xs = (3— X)?(9—X); les deux polynomes de Lagrange sont Lz = —

— 97 —3I. -1 -1
5 93+S 3?’donc VS = 3 S+3(\/§ )

23 2 2V/3 2

donc VS = \/§L3(S) +3Ly(S5) =

I3

n n

On a Tr(oV) — Tr(d) = Zaiviﬂ- — Zai = Z(v“ — 1)a;. Or, on a, pour tout j € [1,n], szj =1 (les
i=1 i=1

i=1 =1

vecteurs colonnes de V' sont unitaires) donc |v; ;| <1 et ‘ Tr(0V) < Tr(0) ‘ car o > 0.

Il existe P € O,(R) telle que S = PDPT avec D = diag(\1,...,\,) et A; > 0. Par propriété de la trace, on a
Tr(SU) = Tr (P(DPTU)) = Tr (DPTU)P) < Tr(D) car PTUP € O,(R). Comme Tr(D) = Tr(S), on a bien

\Tr(SU) < Tr(S) si U € O,(R) \
On cherche ¢ tel que mcosgo =bet Va2 +b2sinp =a :si a=0>b=0, on prend ¢ = 0 par exemple; si
b b
a>0et b+#0, on prend ¢ = arccos _— .
# prend ¢ T

2
SiVl € R,acosf + bsinf < a alors on a /a2 + b2 < a (avec 6 = g — ¢) donc b* = (\/a2+b2> —a’<0et

OnaU=1I,— (Epp— Eqq)+cosbE, , +sinbE,, —sin0E, , + cosE, , ou (E; ;) est la base canonique de
M, (R). On a alors Tr(AU) = Tr(A)+ (cos @ —1)(ap p+aq,q) +sinb(ap 4 —aq,p). Comme U € O, (R) pour toute
valeur de 6, on en déduit cos6(ap p + aq,q) +sin0(apq — aqp) < (app+ aq,q) Pour tout € R donc ap 4 = agp-

—————— et si a < 0 on prend ¢ = — arccos
a? + b2

Ceci étant vrai pour tout couple (p,q) €[1,n] 2, ‘A est symétrique‘

n
On a Tr(AU) = Te(DU’) et Tr(A) = Tr(D) ot D = diag(B1, ..., Bn) et U' = —E1 1+ »_ E;; est la matrice de
=2

u dans la base V. Comme Tr(DU’) = Tr(D)—28; > Tr(D), on aboutit & une absurdité. Ainsion a| A € S (R)



Partie IT1

1. Les endomorphismes ¢ et t~! sont autoadjoints (car B est orthonormale) donc
(@)t (2)) = (zlt o t7 (2)) = (a]a) = |l

et [|t(2)|]* = (t(x)|t(x)) = (t*(2)|z) = (s(z)|z); et de méme, on a ||t~ (z)||> = (s~ '(z)|z). On applique alors
I'inégalité de Cauchy-Schwarz : (t(x)[t™*(x))? < ||t(x)]|* x ||t~ (z)||* et on obtient

lz]]* = (#(@)[t™" (2)) < (s(@)]2) x (7' ()]2)

On a égalité si et seulement si il y a égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz donc si et seulement si les vecteurs
t(x) et t7'(x) sont liés, ie si et seulement si il existe A € R tel que t(z) = At~ !(x) (car si t(z) = 0 alors x = 0 et
t~(z) = 0 aussi); de plus t(z) = A\t~ *(z) si et seulement si s(z) = Az donc I'égalité a lieu si et seulement si 2 est
un vecteur propre de s (ou si = 0).

2. Ona P = (X = \1)(X = \,) donc | P(\;) < 0 pour tout i €[1,n]|

1 P\ P\
Ona s t(z)= o donc v(z) = — g\ Z)x et = est un vecteur propre de v pour la valeur propre p; = — i\ i) = 0.
i i i
On en déduit que si C est une base orthonormale de vecteurs propres de s, donc Mat¢(s) = diag(Aq, ..., A\y,), alors C
est aussi une base orthonormale de vecteurs propres de v et D = Mate(v) = diag(p1, ..., tn) est diagonale. Comme

C est orthonormale, P = P(B — C) est orthogonale et V = PDPT est donc symétrique. Les valeurs propres de V
sont les 1; donc positives et |V € S;(R)

3. Ona Q(0) = (s ' (z)[x)A\1 A, > 0 car S~ € STT(R) et
Q1) = (s(x) = 1+ An)a + 5~ (@)|2) = (P(s) 057 (2)|2) = ~(v(x)[2) < 0.
On en déduit que le polynéme @ de degré 2 (car (s(z)|z) # 0) s’annule sur [0, 1], car il est continu ; donc P posséde au
moins une racine réelle et son discriminant est donc positif ounul : A = (A;+\,)2||z[|* =4\ A\ (5(2) |2) (s~ (2)|2z) = 0

AL+ )2
ce qui donne | (s(z)|z) (s~ (z)|z)) < g”x”‘l
A0\,
4. Comme \; # \,, les vecteurs v; et vq sont orthogonaux donc (s(z)|x) = (A1 + Avn|v1 +v,) = Ai||vr]|? + A llva)?
1 1 AL+ An)?
(s(z)|z) = A1 + A et de méme (s™(z)|z) = — + —. On a alors (s(z)|z) (s~ (z)|z) = w D’autre part,
>\1 >\n Al + )\n

on a ||z]|? = |lv1||* + ||lv2]|* = 2 (Pythagore) donc ||z||* =4 et ‘x vérifie bien ’égalité dans (2) ‘




