Correction TD23 : Fonctions de plusieurs variables

Exercice 8 (Centrale PSI 2023)

Soient D = (RT)? et f définie sur D par f(z,y) =

1
2
3.
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zy
(1+2)(1+y)(z+y)

si (x,y) # (0,0) et f(0,0) =0

. Montrer que f est continue sur D. (*)
. Montrer que f est majorée sur D. (*)
Soit K = [0,10]?. Montrer que f admet un maximum sur K puis sur D. (¥)

. Déterminer m[e)tx( -

. Sur D, le dénominateur ne s’annule qu’en (0,0) donc, par quotient de polynémes, f est continue sur D \ {(0,0)}
. Ty Ty Ty ) .
Si z > y alors z,y) — f(0,0)] = < <2 =—- — 0 et on fait de méme
Y |f(@,y) = £(0,0)] I+2)A+y)(z+y)  xz4+y = 2y 2 (z,y)—(0,0)

lorsque y > x. Ainsi, f est aussi continue en (0, 0).

. D n’est pas borné donc le TBA ne s’applique pas, il faut donc le faire par calcul : si z > y, on a 0 < f(z,y) <

ry Ty r 1 . .
< = < = et on fait de méme lorsque z < y. On a donc [0 < f <
ity S Qrowry 2010 2 e sy !
. K est fermé borné et non vide, f est continue sur K et R? est de dimension finie donc le TBA assure que f admet
un maximum sur K.

N |

L’idée est ensuite de prouver que le maximum sur K est le méme que celui sur D car f prend hors de D des valeurs
inférieurs au maximum sur K : on pose M = m}z{zxf; comme (1,1) € K, ona M > f(1,1) = 3 Si(z,y) ¢ K
T 1 1
(1+z)(x+y) S z+y S 10°
On a donc pour tout point de D\ K, f(z,y) < % < f(1,1) < M ; on peut donc conclure que f admet sur D un

alors > 10 ou y > 10; on suppose par exemple que z > 10. On a alors f(x,y) <

maximum, qui est le méme que celui sur K (et que ce maximum n’est pas atteint hors de K)

o
. fest Cl sur D = (R+*)2 qui est ouvert, le maximum M précédent n’est pas atteint sur le bord de D (car

3]
flz,y) =0siz =0o0uy =0et M > 0), donc M est atteint en un point critique de f. On vérifie —f(nc,y) =

ox
yly —2?) of z(y — 2*) o .
et —(x,y) = donc (z,y) est oint critique si et seulement s
A+y)(1+z)*(z+y)* Oy (@) A+ +y2@+y? (%,3) esh un point critique ol ef seulement; &

y=2aetx =y (car x >0 ety >0 dans D); le seul point critique est donc le point (1,1). Ce point est donc

nécessairement le point ol f atteint sont maximum et | M = f(1,1) = 3




