Correction TD24 : Equations différentielles

Exercice 2 (CCINP PSI 2023)
On définit (E) : 52" () + 102 (t) + 6z(t) = 0

1.
2.

3.

. Soit x vérifiant (E). Montrer que l'application qui & ¢ associe

. ¢ est paire et C' sur R avec ¢/(t) =

Résoudre I'équation différentielle dans R.

Soit x une solution non nulle de (E). Montrer qu'’il existe t € R tel que |x(t)] = 1. (*)
2

Etudier les variations de ¢(t) = T S R.

x(t)? , . -
———— est bornée et atteint sa borne supérieure.
1+2(t)?

Atteint-elle sa borne inférieure ?

. C’est une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 a coefficients constants dont I’équation caractéristique

1
est 5X2 4+ 10X + 6 = 0. Les solutions de cette équation sont X = —1 =+ 1—5 donc les solutions réelles de 1’équation

t t
différentielle sont définies par = : t — e~ ¢ {a cos <—> + bsin (—)} avec (a,b) € R2.
p 7 7 (a,b)

. Sit, = 2nmwV/5 avec n € Z alors x(t,) = ae~ ' donc si a # 0, on a HI_iI_l |z(t,)] = 0et lim |z(t,)| = +oo done,
n—-+oo n——0oo

comme |z| est continue, par le TVI, il existe un point ¢ € R pour lequel |z(t)] = 1. Si a = 0 alors b # 0 et il suffit
de faire de méme avec t, = V5 (g + 2nﬂ').
C2t(1—tY)

(14 t4)2
donc ¢(R) = [0,1], la valeur 1 étant atteinte en ¢ = £1 et la valeur 0 en ¢ = 0.

donc ¢ est croissante sur [0, 1], décroissante sur [1, +o00[ (et paire)

. Ona ¢(z(t)) < 1et ¢(x(t)) =1 lorsque x prend la valeur =1 donc en tout point pour lequel |z(¢)| = 1; un tel point

existe d’apres 2. Ainsi ‘ max(dox) =1 ‘

On a aussi ¢(z(t)) > 0 donc on aura min(¢ o z) = 0 s’il existe un point ¢ € R pour lequel z(t) = 0. On

t t t t
cherche donc un point pour lequel |a cos <—> + bsin (—) = 0 : en écrivant |acos (—) + bsin (—) =0=
point p quel [ 7 7 [ 7 7

t
Va2 + b2 cos <\/5 + <p> (cf DST), et en prenant t = /5 (g — <p>, on obtient bien un point pour lequel z(t) = 0

Exercice 4 (CCINP PSI 2022)
Soit (Fp) : 2%y — 2y =0

1.

Déterminer les solutions polynémiales de (Fy).
2

2. Résoudre (Ep) sur R™* en posant y(z) = z°2(z).
3.
4

. Résoudre 2%y — 2y =«

Résoudre (Ep) sur RT.
3

. Comme vu en TD, les solutions polynémiales sont de la forme y(z) = ax? avec o € R

y(z)

. On pose, sur R™ (ou R™*), z(z) = =5~ ; ainsi, si y est deux fois dérivable sur R™* alors z aussi. Réciproquement,
x

2
y(z) = 2%2(x) donc si z est deux fois dérivable sur R™ alors y aussi.

On a ensuite y”(x) = 2z(x) + 4x2'(x) + 222" (x) donc x?y"(x) — 2y(x) = x*2"(x) + 4232/ (). Ainsi y est solution

de (Ep) sur RT™ (ou R™*) si et seulement si z est solution de xz'(x) + 42'(x) = 0 (équation différentielle d’ordre 1
—a

—4ln|z| _ _
33

b
vérifiée par 2’). On en déduit 2'(x) = ae % puis z(x) + B donc y(z) = az® + — avec a,b € R.
x x

. La limite de y en 0" n’est finie que si b = 0. Il reste alors y(z) = ax? qui est bien une solution sur R (car dérivable

en 0) et méme sur R entier d’aprés la premiére question.

. On vérifie que = — 2% est une solution « évidente » de (F) donc les solutions de (E) sur R™* ou R™* de (E) sont

b ar? + —+ 2% siz>0
x
y(r) = ax® + — + 2. Sur R, on a y(z) = 0 six =0 Une telle fonction n’est continue en 0 que
x

d
x4+ =422 siz<0
T



2ax + 322 siz>0

sib=d=0; dans ce cas y'(z) = { 9 + 3078l 2 < 0

qui donne lim y' = 0 = lim donc y est C* sur R
0 0-

y/(m)—y’(O)_{2a+3x siz>0
x L 2¢4+3z siz<0
dérivable en 0 si et seulement si a = ¢. Au final les solutions de (F) sur R sont définies par

et 3/(0) = 0. Reste la dérivabilité seconde de y en 0 : donc y est deux fois

y(r) = ax?® + 23 avec a € R

Exercice 5 (Centrale PSI 2019)
1. Rappeler le DSE de arctan
2. Soit (E): (1+2%)y" —2y=0
a) Trouver une solution polynoémiale de (E).
b) Trouver une solution DSE (non polynémiale) de (E).
¢) Résoudre (F)

+oo (_1)71
1. P <1 t = g ~ g2l
our |x| , on a arctan 2 1"

2. a) On vérifie que z +— 1+ 22 est une solution ; on pourrait par ailleurs prouver que les solutions polynomiales non
nulles de (E) sont nécessairement de degré 2 puis qu’elles sont de la forme y(z) = a(1 + z2)
b) Siy(z Z anx™ avec R > 0 alors

n=0

+oo

n(n — 1a,z"~ 2+Z n—lanx —ZZan

v

(1+2%)y" (x) — 2y(z) =

n=0

—+oo
= n(n—1)a "2+Z nflan:r fQZan
=2 n=0
o 400 +o0 o0
P (p+2)(p+ 1)apsaz? + Z n(n —1a,z? —2 Z anx"”
p=0 n=0 n=0
+o0
=Y (n+D[(n+2)ansz + (n - 2)ayJa"
n=0
. . . n—2 .
donc y est solution sur | — R, R[ si et seulement si Vn € N,a,412 = —?an. On a donc ay = 0 puis
n
agzp, = 0 pour p > 2 (et az = ap donc x — ag + asz® = ap(1 + %) redonne les solutions polyndmiales) et
(=Pt

avec a9 = 0 et a1 = 1, on a agpy1 = et agp = 0. On vérifie R = 1 et, pour |z| < 1, avec

1 ((—1)” (—1)”>
== — n
@t = o\ 11 1)

(2p+1)(2p—1)

+oo +oo +oo
1 -1 -1 1 1)P
y(r) = - Z L 2pia Z (D" 2p1 —arctan(z) — = (= el
2 p:02p—|—1 :02p—1 C 2 p:12p
+o00 n 2 too n
p=n+1 1 ]. (*1) 2n+3 ]. — ) 2n+1 X
270~ arct Z 2 — Zarct i d
2 rcan()+2;2n+1x Tk 2arcan()+2ngo2n+1 T3
1 2
= +2:c arctan(x) + g
¢) La fonction x + (1 + 2?)arctan(z) + = n’est DSE que sur | — 1, 1[ mais est C> et solution sur R (vérification

facile en dérivant deux fois). Comme x — T3 22 est C¥ sur R, le théoréme de C-Lip s’applique donc I’ensemble
x

des solutions sur R est un plan; 2 — 1 + 22 et x +— (1 + 2?) arctan(z) + = sont libres donc les solutions sur R
sont y: x +— a(l +22) + B((1 + 2?) arctan(z) + z)

Exercice 6 (Mines-Ponts PSI 2015)
Résoudre sur | — 1,1[, 4(1 — t?)y” — 4ty’ +y = 0 en posant ¢ = sin 6.



t =sinf — ;
Le changement de variable est défini par 0 c } Tow { } PN { 0 = arcsin(t) Si on pose z(0) = y(sin ) et si y est deux

Iz te]-1,1
53 W 5] A
fois dérivable sur | — 1, 1] alors z est deux fois dérivable sur }—5, 5 [; réciproquement, y(t) = z(arcsin(t)) donc si z est
deux fois dérivable sur } —g, g [ alors y est deux fois dérivable sur | — 1,1][.
1 t

1
On pose y(t) = z(arcsint), on a alors y'(t) = Z'(arcsint) et y"(t) = 2/ (arcsint) + 17z"(arcsin t)

V1—t2 (1—1t2)3/2 t2

donc 4(1 —t%)y" (t) — 4ty (t) +y(t) = 42" (arcsin t) + z(arcsin t). On en déduit que y est sol de £ sur | — 1, 1[ si et seulement

arcsin t . arcsint
2

0 0
si z est solution sur }—g, g[ de 42" (0) + z(#) = 0 donc 2(#) = acos 2+ bsin 7 et y(t) = acos

avec (a,b) € R%.

Exercice 7 (Centrale PSI 2015)

1. Soit a continue de R* dans R, intégrable sur R*. A-t-on Ema =07
(o)

x
2. On pose g(z) = f(x) —|—/ sin(z — t)a(t) f(t) dt ou f est solution de (E) : 3" (z) + (1 + a(z))y(x) = 0. Montrer que
0
g est C? sur RT et vérifie g 4+ g = 0. (*)
x
3. En déduire qu’il existe ¢ > 0 telle que |f(z)| < ¢+ / la(t)||f ()| dt pour tout = € R*.
0

4. Montrer que toutes les solutions de (E) sont bornées sur R*. (¥)

1. Bien siir que non : c¢f Rq II1.7 du cours sur l'intégration (dents de scie)
2. On a g(z) = f(z) +sin(x) / a(t) f(t) cos(t) dt — cos(x) / a(t) f(t)sin(t) dt. Comme af sin et af cos sont continues
0 0

sur RT, les fonctions C : x — / a(t)f(t)cos(t)dt et S : x —> / a(t) f(t)sin(t) dt sont de classe C' sur R et
0 0

par produit, g est C! sur RT. On a alors

g (z) = f'(z) + cos(x)C(z) + a(x) f(z) sin(x) cos(z) + sin(z)S(x) — a(zx) f(z) sin(zx) cos(x)
= f'(x) + cos(z)C(x) + sin(z)S(z)

On en déduit que g’ est elle aussi C' donc | g € C*(RT) | et

g"(x) = f"(x) = sin(2)C() + a(x) f(x) cos®(z) + cos(z)S(x) + a(w) f(x) sin* ()

= f"(x) + a(z) f(z) — sin(x)C(z) + cos(x)S(x) ! solge (E) —f(z) — sin(z)C(z) + cos(x)S(x)
9"(x) = —g(x)

3. On en déduit g(x) = acos(z) + Bsin(x) avec (o, 3) € R? donc g est bornée (|g| < ¢ avec ¢ = |a| + | 8| par exemple).
On a ensuite

@) = Jato) ~ [ e = 0070 t] < b)) + | [ sinGe - a0t
<c ’ in(z — )| d c a )| d
<+/0|s(t))|t+/| (t)| dt
4. On étudie h: z — In (c + /w la()|]f(t)] dt) : comme a et f sont continues sur RY, z /m la(t)|| f(t)| dt est C*
0

*la(0) /()]
¢+ / la(®)]|£ () dt

oo
h'(z) < |a(x)| d’apres la question précédente. En intégrant, on obtient h(z / la(t)| dt < / la(t)| dt

donc

sur RT et positive, comme ¢ > 0, par composition, i est C' sur RT. On a alors h/(z) =

car a est intégrable et |a| > 0. La fonction h est donc majorée : h < K. Par composition par exp qui est croissante,
xT

on en déduit c+/ la(t)||f(t)| dt < e et donc, avec 3., |f(z)| < e et
0



