Exercices d’oraux 2024

| Mines-Ponts|

Exercice 1 (Mines-Ponts PSI 2024) |[Indication)|/Solution

1. Soit E = C°([0,7],R). Pour f € E, on pose T(f) : x — /7T sin(x — t) f(t) dt
0

a) Montrer que T est un endomorphisme de E
b) Trouver les valeurs propres de T

TH(f) . o
¢) Montrer que i converge simplement vers S a déterminer.
k>0 ’
d) ?
: Looa
2. Soient a > 0 et I(z) = -
0 T+t

a) Montrer que I est définie et continue sur R**
b) Trouver les limites et des équivalents de I en 0 et +oc.

Exercice 2 (Mines-Ponts PSI 2024) |/Indication)||/Solution |
1. Soit (F,)nen définie par Fo =0, Fi =1let Vn € N, F,i0 = Fjoiq + Fy,

a) Déterminer la valeur de F,, en fonction de n

“+o0
b) Calculer S(z) = > Fpa"
n=0
¢) Quel est le rayon de convergence de cette série entiere ?

1
2. Soient E = C*([0,1], R) et, pour f,g € E, (f|g) = /0 [f()g(t) + f(t)g'(t)] dt

a) Justifier que (|) est un produit scalaire sur E
b) Soient V = {f € E,f(0) = f(1) =0} et W = {f € E, f” = f}. Montrer que V et W sont supplémentaires
orthogonaux.

Exercice 3 (Mines-Ponts PSI 2024) |/Indication)|/Solution
1. Soit P = X*—8X®+12X? - 8X +1

. . 1 S
a) Montrer que si z est racine de P alors — est aussi racine de P
z
b) Montrer que P posséde une racine réelle o > 1

1 1
¢) On note 8 une racine complexe de P distincte de o et — et on pose t =a+ — et s =5+ —.
@ @

g
Montrer que s +t = 8 et st = 10.

d) En déduire t > 2 et que s est un réel tel que 0 < s < 2
e) Montrer que 8 n’est pas réel et que 5 est de module 1
2. Le nombre N d’enfants d’une famille suit une loi de Poisson de paramétre a. A sa naissance, chaque enfant & une
probabilité p €]0, 1] de survivre, indépendamment des autres. On note M le nombre d’enfants qui ont survécu
a) Déterminer la loi conjointe (N, M) puis la loi et Pespérance de M
b) M et N — M sont-elles indépendantes ?

Exercice 4 (Mines-Ponts PSI 2024) |/Indication)|/Solution |

1. a) Soient E un K espace vectoriel de dimension finie et H un sous espace vectoriel de E. Montrer que H est un
hyperplan si et seulement si il existe une forme linéaire non nulle ¢ telle que H = ker(¢)

b) Pour A € M, (R), on définit ¢4 : M € M, (R) — Tr(AM). Montrer que ¢ : A — ¢4 est un isomorphisme
de M, (R) sur LM, (R),R)

0o ... 0 1
c) On pose C = L -0 0 et J, = <‘8” 8) C est-elle inversible ?
(0) 1 0

Calculer Tr(J,C)
d) En déduire que tout hyperplan de M,,(R) contient une matrice inversible



2. Soit E I'ensemble des applications de [0, 1] dans R, 1-lipschitziennes et telles que u(0) = 0.

1
Déterminer sup/ ((u(t) — u(t)?)dt
ueE JO

Exercice 5 (Mines-Ponts PSI 2024) |[Indication)||/Solution)

o . . . R 1 sii=j
1. a) Montrer qu’il existe un unique produit scalaire sur R[X] tel que (X*|X7) = { 0 Zolnonj
b) On munit R[X] du produit scalaire précédent et on considere F' = {P € R[X], P(1) = P(2)}. Déterminer F*
et F+ F+
¢) Déterminer d(X, F)
2. Déterminer la distance moyenne entre deux points d’un cercle. On pourra introduire une variable aléatoire uniforme
de parametre NN, que l'on fera ensuite tendre vers 400

Exercice 6 (Mines-Ponts PSI 2024) |/Indication)|/Solution

1 11
1. Soit M =0 1 1
0 01

a) Calculer M" pour n > 1
b) Déterminer une base de Vect{M" ,n € N}

¢) En déduire I’ensemble des matrices qui commutent avec M ; on pourra commencer par chercher les matrices
qui commutent avec les vecteurs de la base précédente.

1 T
In(1 t In2 In(1+¢
2. a) Montrer, pour z € [0,1], que /0 % dt = % arctan x + gln(l +2?) — /o % dt

1
In(l + ¢
b) En déduire la valeur de / In(1 +4)

dt
o 1+

Exercice 7 (Mines-Ponts PSI 2024) |/Indication)|/Solution |
1. Soit X € R™ non nul. Pour M € M, (R), on pose ¢(M) = (MX|X).
a) Déterminer ¢(M,(R))
b) Déterminer ¢(O,(R))

, k
2. Soit f une permutation de N. Etudier la série Z %
k>1

Exercice 8 (Mines-Ponts PSI 2024) |/Indication)|/Solution |
1. Soit A € M, (R) nilpotente et telle que AAT = AT A. On pose B = AT A

a) Montrer que B est diagonalisable.

b) Déterminer B puis A.
2. Pour n > 1 et 2 € [0,1], on pose f,(z) = 2™ — cos(x).
a) Montrer que f,, s’annule une seule fois sur [0, 1] en un réel que ’on notera a,,.
b) Etudier la nature de la suite (a,). Si elle converge, déterminer sa limite.
¢) Déterminer un équivalent de a,, — 1 en +oco.

Exercice 9 (Centrale PSI 2024) |/Indication]|/Solution)

x+2h x+h

Soient E = C°(R,R) et W}, 'ensemble des fonctions f de E, bornées, telles que Va € R,/ f)det = 2/ f()dt
x+h x

1. Montrer que W}, est un R-espace vectoriel

2
2. a) Soit f, : t —> cos (%t) ; montrer que (f,)nen+ est une famille libre d’éléments de W,.

Que peut-on en déduire sur la dimension de W ?
b) Soit T}, définie par Vo € R, T),(f) : = — f(x + h). Montrer que W), C ker(T? — 3T}, + 2idg) puis que
ker(T? — 3Ty, + 2idg) = ker(T}, — idg) @ ker(T}, — 2idg)
¢) En déduire que f est périodique.
3. Déterminer W),

Exercice 10 (Centrale PSI 2024) |/Indication|/Solution)
Soit M € M5 (C), a coefficients dans Z telle qu'il existe k € N* vérifiant M* = I,. On note d = min {k e N*, M* = I2}




1. M est-elle diagonalisable 7
Justifier que | Tr(M)| < 2

2. On suppose que toutes les valeurs propres de M sont réelles. Quelles sont les valeurs possibles de d 7

3. On suppose que toutes les valeurs propres de M sont complexes non réelles.
Montrer que le polynome caractéristique de M est 'un des 3 polynomes suivants : X2 — X +1, X241, X>+ X +1

4. A laide des questions précédentes, montrer que d € {1,2,3,4,6}

Exercice 11 (Centrale PSI 2024) |[Indication||/Solution)
Soient A € M, (R) et ¢p4: M € M,(R) — AM — MA
1. Montrer que ¢4 est un endomorphisme de M,,(R) non injectif. Déterminer le rang de ¢4 dans le cas ol le polynéme
caractéristique de A est scindé a racines simples
o : MR — LM,R))
B — ¢B

2. On définit . Montrer que ® est une application linéaire et déterminer son noyau

3. Déterminer les puissances de ¢ 4

Exercice 12 (Centrale PSI 2024) |[Indication||/Solution
o0

+ dt
Pour n € N*, on considere I,, = / (
0

14t3)n
n n 1
1. Pour n € N*, on pose u, = z~ In(n) et v, = 7~ In(n + 1). Montrer que (u,,) et (v,) convergent vers une
k=1 k=1
méme limite v € R
I 1
2. Justifier, pour n > 1, la convergence de I,, et montrer que 7}“ =1- 3.
n n
S C
3. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que I,, ~ 7
n

Exercice 13 (Centrale PSI 2024) |[/Indicationf|/Solution]
On consideére le systeme (1) : X' = A(t)X, ot A € C°(R, M3(R)); une solution de (1) est une fonction ® : R — M3 1(R)
dérivable et telle que V¢ € R, &' (t) = A(t)D(t)

1. Etude de cas particuliers

0 1 0 1
a) Onsuppose A= | —1 0 0 |. Montrer que (1) admet une unique solution telle que X(0) = [ 1
0 0 0 1

b) On suppose A(t) = (?777). Montrer que (1) admet une unique solution telle que X (0) =?
2. On suppose que, pour tout t € R, A(t) est antisymétrique.
a) Montrer que si @ est solution de (1) alors ||@|| est constante

b) On suppose de plus A constante. Montrer que si ® est solution de (1) alors il existe un cercle C de R? tel que
Vie R, ®(t) eC

Exercice 14 (Centrale PSI 2024) |[Indication||/Solution)
Soit u € L(R,[X]) défini par u(P) = P’
1. Montrer qu'il existe une base B de R,,[X] dans laquelle la matrice de u ne comporte que des 0 et des 1
2. Montrer, pour @ € R, [X], qu'il existe un unique P € R, [X] tel que P — P’ = Q
3. Montrer que si Vz € R, Q(z) > 0 alors Vz € R, P(z) > 0
4

. Montrer que si P est scindé sur R alors @ est scindé sur R

Exercice 15 (Centrale PSI 2024) |/Indication|/Solution)
Soit E un espace euclidien

1. Montrer que si p est un projecteur orthogonal alors p est autoadjoint et p est 1-lipschitzien
2. Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux ; montrer que le polynéme caractéristique de p + ¢ est scindé sur R
3. Montrer que Sp(p + ¢) C [0, 2] puis déterminer Eo(p + q) et E2(p + q)

Exercice 16 (Centrale PSI 2024) |/Indication|/Solution)

Un automate allume, a la date n, une diode rouge ou une diode verte. Si a la date n il allume une diode rouge, il allume
une diode verte a la date n+ 1 avec une probabilité p €]0, 1[; si & la date n il allume une diode verte, il allume une diode
rouge & la date n + 1 avec une probabilité ¢ €]0,1[. On note r,, (resp. v,,) la probabilité que la diode allumée soit rouge
(resp. verte) a linstant n

1. Trouver A € M3(R) telle que (znﬂ) =A (Z”), a l’aide de la formule des probabilités totales.
n+1 n



B+C=1

B+(l—p—q)C=A puis en déduire A™ pour n > 1

2. Déterminer B,C € M3 (R) telles que {

3. Déterminer lim r, et lim v,
n—-+oo n——4oo

Exercice 17 (Centrale PSI 2024) |/Indication/|/Solution)
+oo

Pour z €]0, 7| fixé, on définit S, : t — Zt”_l sin(px)
p=1
1. Montrer que S, est définie sur [0, 1] et calculer S, (t) pour ¢t € [0,1]

1
2. Justifier que S, est intégrable sur [0, 1] et calculer / Sg(t) dt
0

oo .
sin(pz
3. Justifier la convergence et déterminer la valeur de Z M

p=1 p

Exercice 18 (Centrale PSI 2024) |/Indicationf|/Solution)
(2p + 2)"a™
(2p +1)!n!
1. Montrer que la famille (uy p)(n,p)enz est sommable.

On pose, pour n,p € Net z € R, uy,, = (—1)

+oo

2 2)"
En déduire le rayon de convergence et la somme de la série Z anz" ou a, = Z(—l)p (Lz'
= = (2p+ 1)In!
2.7
3. 7 éq diff

Exercice 19 (Centrale PSI 2024) |/Indicationf|/Solution)

“+oo
Soit f(z) = / arctan(wt)e” " dt

0
1. Montrer que f est C? sur R

2. Etudier la suite (uy,)nen définie par ug € R et ¥n € N, 41 = fup)

Exercice 20 (Centrale PSI 2024) |/Indication/|/Solution)
Soient E = {(z,y) € R* 2? +2y?> =8} et ¢ : t — (2v/2cos(t),2sin(t)).

1. Montrer que ¢ réalise une bijection de [0, 27| sur E.

2. Soient A = {(z,9) € R%, 2% + 22 <8} et f: (2,9) — /1 + 22 +¢2 + 22
a) Justifier que f admet sur A un maximum et un minimum.

b) Etudier les extremum de f sur A

¢) Déterminer le maximum et le minimum de f sur A

Exercice 21 (Centrale PSI 2024) |[/Indicationf|/Solution)
On considere une urne contenant N boules numérotées de 1 a N dans laquelle on effectue des tirages avec remise. On
note (T,, = k) 'événement « au cours des n tirages on a obtenu exactement k boules distinctes ».

1. Donner P(T, = 1), P(T,, = 2) et P(T,, =n)
2. Etablir une relation entre P(Thy1=k+1),P(T,=k)et P(T, =k+1)

3. En déduire 'espérance de T,.

Exercice 22 (CCINP PSI 2024) |/Indication)|/Solution

1. Soient A, B € M, (R) telles que AB = BA et M = (A B)

0 A

@

Montrer que si M est diagonalisable alors A est diagonalisable et B est nulle

a) Montrer que si U et V sont semblables et R € R[X] alors R(U) et R(V') sont semblables.
b) Calculer P(M) pour P € R[X], en fonction de P(A), P'(A) et B
¢) Montrer que si A est diagonalisable et B = 0 alors M est diagonalisable.
d) Soit A ¢ Sp(A), justifier que A — AI,, est inversible.
)
)

N
®

Enoncer le critere spécial des séries alternées



) 1
b) Etudier la nature d { 2] (1 7)}
) udiler la nature de Z COS [7Th™ 1In —+ n

n>=1

Exercice 23 (CCINP PSI 2024) |/Indication)|/Solution)

t n
1. Soit g, (t) = €’ (1 - 7> pour n > lett € [0,1]
n
a) Rappeler 'inégalité des accroissements finis
t
b) Montrer que Vt € [0, 1], |g,,(t)] < c
n

i | t\" te
¢) En déduire e {1 ——) —1| < —

n n

xr t n .
d) Onpose, pour z € [0,1], I,,(z) = / et <1 - 7> dt. Etudier les convergences simples et uniformes de (I, ), nn=
O n

2. Soient a,b € Ret u: M € M, (R) — aM + bM™*
a) Montrer que u est un endomorphisme de M, (R)
b) Trouver un polyndéme annulateur de u
¢) wu est-il diagonalisable ?

Exercice 24 (CCINP PSI 2024) |/Indication/||/Solution |

an
n+2

1. Soit (an)nen définie par ag = a1 =1 et Vn € Nyap19 = apy1 +
a) Montrer que a, > 0 pour tout n € N
b) Etudier la monotonie de (a,) et en déduire que Z(anﬁ — ap41) diverge

¢) On pose S(z) = Z apx™. Déterminer le rayon de convergence de cette série entiere.
n>=0

d) Montrer que S est solution de (z — 1)y’ + (z + 1)y =0

e) Déterminer la valeur de S(z) puis de a,

- (3 Bhan (1) o ()
2. Soient Al,A27A3,A4 € Mn(R), A= (Ag 144 , Cl = A3 et CQ = A4
a) Montrer que rg(A) < rg(Cy) +rg(Cs)
4
b) Montrer que rg(A) < ng(Ai)
i=1

¢) On suppose Az = 0 et rg(A;) = rg(A4) = n. Montrer que A est inversible et déterminer A~

Exercice 25 (CCINP PSI 2024) |[Indication)|/Solution
1. Soient b€ R et & : P € R[X] —s (X — b)[P' + P'(b)] — 2[P — P(b)]
a) Montrer que ® est un endomorphisme de R[X]

b) Montrer qu’il existe k& € N* tel que (X — b)* divise ®(P) pour tout P € R[X]; on trouvera la plus grande
valeur de k possible.

¢) Trouver ker &
d) Trouver Im @

1
2. Soit (E) : t*y"(t) + 3ty'(t) + y(t) =t + T sur R+*

a) Enoncer le théoréme de Cauchy-Lipschitz

b) On pose g(z) = f(e*). Montrer que f est solution de (E) si et seulement si g est solution d’une équation
différentielle & déterminer.

c¢) Résoudre (E) sur R™*

Exercice 26 (CCINP PSI 2024) |/Indication)||/Solution

T dt In2 h2t
1. Soient I,(x) = / ——,pour z >0, et [ = / S—B
o ch™t o ch’t

dt

a) Montrer que I,, est définie sur R

b) Montrer que (I,)nen converge simplement vers ¢ & déterminer.
c) Montrer que I, est dérivable et calculer I,

d) Montrer que (I,,)nen converge uniformément sur RT.

e) Trouver une relation entre I,, et I, 4o

f) Calculer I1(In2) et en déduire I5(In2)



g) Déterminer un lien entre I, I;(In2) et I5(In2) et en déduire la valeur de I.

2. Une urne contient 3 jetons numérotés 1, 2 et 3 que ’on tire avec remise. On note Y le nombre de tirages nécessaires
pour obtenir 2 jetons différents et Z celui pour tirer les 3 jetons.

a) Déterminer la loi de Y puis son espérance.
b) Déterminer la loi du couple (Y, Z).
¢) Déterminer la loi et I'espérance de Z

Exercice 27 (CCINP PSI 2024) |[Indication)|/Solution

—+oo
1. Pour a > 0, on pose fq(x) = Z sin®(x) cos™ ()
n=0

a) Déterminer le domaine de définition de f,
b) Trouver une forme simplifiée de f, sur [O, g]
¢) Discuter de l'intégrabilité de f, sur }0, g}

)

T
d) La série converge-t-elle uniformément sur [0, 5} ?

3
e) Pour n € N, on pose u,(a) = / sin®(z) cos™(z) dz
0

i. Etudier la convergence de Z Up (@)
n=0

ii. Calculer /2 fa(z)dx.
0

2. Soit A € M, (R) non nulle, telle que A*> + 94 =0
a) Montrer que Sp(4) C {0, 3, —3i}
b) A est-elle diagonalisable dans M,,(C)?
c) A est-elle diagonalisable dans M, (R)?
)

d) On suppose n impair ; montrer que A n’est pas inversible.

Exercice 28 (CCINP PSI 2024) |/Indication)||/Solution

1. Soit X une variable aléatoire discréte telle que X ~ Z?(\); on note Gx sa fonction génératrice.

1 +oo /
a) Montrer que, pour n € N, P(X < n) = / t"e " dt.
A

Tl
+oo
b) En déduire un équivalent de w,, = / t"e~t dt quand n tend vers +o0.
A

¢) Que valent Gx(1) et Gx(—1)7
d) En déduire la probabilité que X soit paire.
e) Soit Y, indépendante de X, qui suit une loi uniforme sur {1,2}. Calculer la probabilité que XY soit pair.
2. On définit N' = {4 € M, (R), A" = 0} avec n € N*
a) Montrer que les éléments de A sont trigonalisables mais pas forcément diagonalisables
b) Déterminer les matrices symétriques de A/
) n(n —1)

Soit F' un sous espace vectoriel de M,,(R) inclus dans . Montrer que dim(F') < 5

C

Exercice 29 (CCINP PSI 2024) |/Indication/||/Solution|

1. On définit la suite (a,,) par ag = a1 =1 et ant2 = ant1 + (N + 1ay,.

(¢2%) . . - . Qp
a) Montrer que — < 1. Trouver une minoration du rayon de convergence de la série entiere E —'x" ; on note
n! n!
n=0
f sa somme.

b) Déterminer une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par f sur | —1,1].
¢) Résoudre cette équation différentielle
d) En déduire la valeur de ag, et agpy1 en fonction de p.

2. Soient A € M,,(C) et B = (61 81) € My, (C).

a) Montrer que, pour P € C[X], P(B) = (P(A) P(A)> + P(0) (0 _In).

b) Déterminer rg(B) en fonction de rg(A).



¢) On suppose A diagonalisable. Montrer que B est diagonalisable.
d) Etudier la réciproque.

Exercice 30 (CCINP PSI 2024) |/Indication)|/Solution)

1
1. Pour n € N, on pose I, :/ In(1+4¢") de
0

a) Montrer que I,, est bien défini.
b) Montrer la convergence de (I,)nen et déterminer sa limite.

1 ('In(1
¢) Montrer que I,, ~ 7/ Mdu.
0

n—-+oo N u
too 2 2
1 ™ ™
d) En admettant — = —, montrer que I,, ~ —
) nZ::l n?2 6 e dn e 120

n
2. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires discrétes indépendantes telles que X; ~ %(p;). On pose S, = Z X;
1 n 1=1
et ¢, = o ;pi et on suppose ngrfoo qn =D
i—

1
a) Trouver l'espérance et la variance de —S,,
n

>E>=0

1
b) Soit € > 0, montrer que lim P ('Sn — qn
n

n—-+oo

1
¢) En déduire lim P (‘Sn p‘ > €> =0
n—-+oo n

Exercice 31 (CCINP PSI 2024) |[Indication)|/Solution)

1. Soient E un espace de dimension finie n et f € L(F) admettant n valeurs propres distinctes Aq, ..., A,. On note
C(f) Pensemble des endomorphismes de E' qui commutent avec f.

a) Montrer que ¢ : P € R,_1[X] — (P(A1),...,P(A\y)) est un isomorphisme de R,,_1[X] sur R™.
b) Soit h = P(f) avec P € K[X], montrer que h € C(f).
¢) Soit g € C(f).
i. Montrer que les sous-espaces propres de f sont stables par g
ii. Déterminer la dimension des sous-espaces propres de f et en déduire que les vecteurs propres de f sont
aussi des vecteurs propres de g.

iii. En déduire qu’il existe une base de vecteurs propres communs a f

iv. Montrer g puis que g est un polynome en f
d) En déduire la dimension de C(f).

1 2

t(lnt)
2. On pose I:/O e
a) Justifier 'existence de T

+oo 1 +o0 1
b) Montrer que I =2 Zlﬁleﬁ
n= n=

Exercice 32 (CCINP PSI 2024) |/Indication/||/Solution |

dt

1. La secrétaire d’une société appelle les n clients de cette société. Elle joint chaque client, indépendamment les uns des
autres avec une probabilité p €]0,1[. On note X le nombre de clients joints lors de ce premier appel. Elle rappelle
alors les n — X clients qu’elle n’a pas pu joindre. Elle joint chacun d’entre eux avec la probabilité p et on note Y le
nombre de clients joints lors de ce deuxieme appel. On note Z le nombre de clients joints au cours des deux appels
etgq=1—p.

a) Quelle est la loi de X ? Donner E(X) et V(X)
b) Quelles sont les valeurs prises par Z 7
¢) Déterminer P(Z = 0) et montrer que P(Z = 1) = np(1 + q)¢*" >
d) Calculer P(Y = h|X = k)
—k ; . ,
e) Montrer que (Z) (7_ k) = (?) (;) puis P(Z = j) = (7) (1 - ¢

Quelle est 1la loi de Z 7

2. Soit E = C?([0,7],R) que 'on munit du produit scalaire (f|g) = / f(t)g(t)dt. On pose G = {t € E,t" +t =0}
0



a) Montrer qu’il existe t1, s tels que G = Vect{t1,t2}
b) Calculer (t;|t2)
¢) En déduire Pexpression de la projection orthogonale de f € E sur G

Exercice 33 (CCINP PSI 2024) |/Indication)|/Solution)

1 2\ N
1. Soit an:/ <1+t ) dt.
O 2

a) Montrer que (a,) converge
b) Etudier la série Z(—l)"an

¢) On consideére la série E anz™ de rayon de convergence R et soit f sa somme.

1

2n+1
ii. En déduire la valeur de R.

iii. Montrer que a,, vérifie la relation suivante : Vn € N, (2n + 3)an+1 = (n+ 1)a, + 1.
iv. Montrer que f vérifie une équation différentielle d’ordre 1 a déterminer.

i. Montrer que a,, >

2. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, f et g deux endomorphismes de E tels que f + g = idg et
rg(f) +rg(g) < dim(E)
a) Montrer que F = Im(f) + Im(g)
b) Montrer que E = Im(f) @ Im(g)
)

¢) En déduire que f et g sont deux projecteurs tels que fog=go f=0

Exercice 34 (CCINP PSI 2024) |/Indication/||/Solution|

1. Un conducteur se place a un carrefour et compte le nombre de personnes qui n’ont pas attaché leur ceinture de
sécurité. Le nombre de voitures qui passent au carrefour est noté X et on suppose que X suit une loi de Poisson

de parametre 200. La probabilité qu'un conducteur n’ait pas attaché sa ceinture est 10’ indépendamment les uns

des autres. On note S le nombre de conducteurs sans ceinture et A le nombre de conducteurs ayant attaché leur
ceinture.

a) Déterminer P x_,)(S = k) pour k,n € N*

b) Déterminer P(S = k) et en déduire que S suit une loi de Poisson
¢) A suit-elle une loi de Poisson ?
d) A et S sont-elles indépendantes ?

1
2. Soient A, B € O,(R) telles que M = §(A + 2B) soit orthogonale. On pose C = A” B

Calculer ATB+ BT A

a)

b) En déduire un polynéme annulateur de C'

¢) Montrer que ker(C — I,) et Im(C — I,,) sont supplémentaires
d) Montrer A =B

Exercice 35 (CCINP PSI 2024) |/Indication)|/Solution)

1. Soit (an)nen telle que ag = —4, a3 =2, as =4 et apy3 = api2 + apy1 — a, pour n € N.
a) Montrer que |a,| < 2""?
b) Soit S(z) = Z anx”. Montrer que le rayon de convergence R de cette série entiere est > 0 puis que S(z) =

n=0
622 + 6z — 4 R
m pour |J3‘ < .
a b c
¢) Trouver a,b, c tels que S(z) = + +

z+1 z-1 (z—1)2
d) Déterminer a,, en fonction de n.
e) Déterminer R

2. Soient n € N* et M € M, (R) telle que M (MTM)2 =1I,.
a) Montrer que M est inversible.

b) En déduire que M est symétrique.
¢) Conclure que M = I,.

Exercice 36 (CCINP PSI 2024) |/Indication)||/Solution




1420 9—-2a -2«
1. Pour a € R, on pose M, = 0 4 0
« 6—a 11—«
a) Etudier la diagonalisabilité de M,
b) Déterminer rg(M,,)

c¢) Déterminer P € GL3(R) telle que M_; = PAP™! avec A =

o O O
o = O
- O O

d) On cherche & résoudre A% = M_; et on pose B = P"'AP

i. Montrer que A2 =M_; & B> =A

ii. Montrer que si B> = A alors B et A commutent
iii. En déduire les matrices B telles que B2 = A
iv. Résoudre A% = M_;

2. Soient f,(x )—wet] 7/ fn(z

a) Enoncer le théoréme de convergence dominée
b) Monter que I,, existe.

n—-+oo

1
Mont lim I, = —_—
¢) Montrer que lim I, ]; Ry

Exercice 37 (CCINP PSI 2024) |[Indication}|/Solution
o 1 — cos(t)

1. Soit f(z) :/ —— e "t
0 t

a) Montrer que f est définie sur R¥.

=3

Montrer que f est continue sur RT.

d

)
)
¢) Montrer que f est de classe C? sur R™*
) Calculer les limites en +oo de f et f’
)

1
e) Montrer que, pour z > 0, f'(z) = In(z) — 5 In(1 4 2?%)

“+oo
sint
f) Soit I = / % dt. Exprimer I en fonction de f(0) puis déterminer sa valeur.
0

2. Soit A € O,(R)
a) Soient A une valeur propre complexe de A et X € C" un vecteur propre de A associé a A. Calculer de 2 facons
différentes (K)T AX et en déduire [N\ =1
b) Soient B une autre matrice de O, (R). Montrer que |det(A + B)| < 2"

Exercice 38 (CCINP PSI 2024) |/Indication)|/Solution

1. Soient f(z Zln n)a" et g(x Zln(1—7>

n=2 n>2

a) Déterminer les rayons des convergence de f et g.

b) Montrer que g est continue sur [—1,1]

¢) Déterminer une relation entre (1 — z) f(x) et g(z)

d) Montrer que f peut se prolonger par continuité a [—1,1]

e) Déterminer des équivalents de f et g en 1™
2. Soit M € M, (R) telle que M3 =1I,, M # I, et M"M = MM™
a) Montrer que MM7 est diagonalisable et déterminer Sp(MM™)
b) En déduire que M est orthogonale
¢) Sin =3, déterminer les matrices M possibles

Exercice 39 (CCINP PSI 2024) |/Indication)||/Solution
“+oo
1. Soit f(z) :/ tretdt
0

a) Montrer que f est définie sur R

b) Montrer que f est continue sur R
¢) Montrer que f(z) =zf(x — 1) pour z > 1



xT

On pose v, = /" In(f(u))du pour n > 1 et p(z) = / In(f(u))du pour x > 1.

—1 r—1
d) Montrer que ¢ est dérivable sur [—1, 400 et donner ¢’

Montrer que ¢'(z) = In(z) pour z > 1

@

—_1)"
g) En déduire la nature de Z u
v

n

)
)
f) Déterminer la limite de ¢ en +oo
)
2. a)

Soit p un projecteur de E, espace vectoriel de dimension finie. Montrer que E = ker(p) @ Im(p), puis que p est
diagonalisable et donner une matrice diagonale associée a p

b) Soient A, u € C* distincts, A, B, M € M,,(C) telles que M = ANA+ uB, M? = N>A+ p?>B et M3 = N3A+ 1i®B.
Montrer que M est diagonalisable.

Exercice 40 (CCINP PSI 2024) |/Indication/||/Solution |

1
1. Pour z € R* et n € N*, on pose f,(z) = sh(nz)

a) Déterminer les valeurs de = pour lesquelles Z fn(x) converge.

+oo
On pose f(z) = Z fn(x)
n=1

b) Déterminer le domaine de continuité de f
¢) Etudier les variations de f
d) Montrer que pour u grand on a sh(u) > e*/?
1
e) Montrer que f(z) est équivalente & e au voisinage de +o00.
shz
2. a) Enoncer le théoréme de Cayley-Hamilton
b) Soient A, B,C € M, (C) telles que C # 0 et AC = CB.

i. Montrer que Vk € N, A*C' = CB*
ii. En déduire P(A)C = CP(B) pour tout P € C[X]
iii. Montrer que A et B ont une valeur propre commune.

Exercice 41 (CCINP PSI 2024) |[Indication)|/Solution

1§ 42 .
2
1. Soit A= 7 4% 1 )ouj=exp (g)
1

a) 1. Trouver les valeurs propres de A.
ii. A est-elle diagonalisable ?
iii. Déterminer la dimension du noyau de A.
b) Pour X € M3(C), on pose ¢p(X) = AXA
i. Trouver les valeurs propres de ¢.
ii. ¢ est-il diagonalisable ?
iii. Déterminer I'image de ¢.

2. Soit I’équation différentielle xy" + Ay =
1+

a) Résoudre xy’ + Ay = 0 sur R
b) Déterminer la forme des solutions sur R™* de 1’équation initiale & I’aide d’une intégrale.
c) Montrer qu'il existe une unique solution de (£) sur R™ bornée au voisinage de 0.

Exercice 42 (CCINP PSI 2024) |/Indication)|/Solution

1 -2 2
1. a) SoitA=| 1 —2 2 |].A estelle diagonalisable?
-2 4 4

b) Soit A € M3(R) telle que dim(ker(A)) = 2. On pose B = (:j %4), pour a, 3,7 € R, et C' = (61 j)

Calculer X¢ en fonction de X4 et en déduire le spectre de C' en fonction du spectre de A.
¢) Calculer X'p en fonction de X4 lorsque 8 # 0, v # 0 et o+ 8 = 7 puis lorsque 5 # 0, « = 25 et v = —f.
En déduire Sp(B) en fonction de Sp(A) dans ces deux cas.

d) Montrer que si X € ker(A) alors (X

0) € ker(B) et en déduire que dim(ker(B)) > 2dim(ker(A))



e) Diagonaliser B pour « = —1, 8 = 3 et v = 2 avec A la matrice de la premiére question.
2. Pour z € [0,1] et n > 0, on pose f,(z) = sin (nme*”gﬂz).

a) Etudier la convergence simple de (f,,) sur [0, 1]
b) Etudier la convergence uniforme de (f,,) sur [a, 1], avec a €]0, 1], puis sur [0, 1]

| Mines-Télécom |

Exercice 43 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication)|/Solution

1. a) Montrer que Vx € Rje* > 1+«
Soit (2 )nen définie par zg =1 et Vn € N, xy,41 = In (e — zy,).

b) Montrer que (2, )nen est bien définie
¢) Montrer que (z,)nen est monotone puis convergente

d) Etudier la nature de Z T,

2. Soient F un R-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E) tel que u # idg et u® = idg
a) Soient F; = ker(u —idg) et Eo = ker(u® 4+ u + idg). Montrer que Fy N Ey = {0}
b) Calculer (u® 4 u +idg) — (u — idg) o (u + 2idg) et en déduire E = E; & E,
c) Justifier que, si dim(E) est impaire, alors By # {0} et Ep # {0}

Exercice 44 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication)||/Solution)

. _ (0 1
1. SmtJ—(O 0)

a) Calculer J 2 puis montrer que 1’équation M? = J n’admet pas de solution dans M5(C)

. (J 0 (X Xg) o
b) SmtAf(O J) etYf(X3 X, telle que 7

i ?
i.

me*’ﬂﬂ?

et S(z) = fu(2)

2. Pour n > 2, on pose f,(x) = 7
nn

a) Déterminer le domaine de définition de S
b) Montrer que S est continue sur R*
¢) Montrer que S est continue en 0

Exercice 45 (Mines-Télécom PSI 2024) |[Indz’cati0n/||[Solutionj|

1. Pour P,Q € R, [X], on pose (P|Q) = ZP k) Q(k (a) pour a € R fixé

a) Montrer que (|) est un produit scalalre sur R, [X]
b) Montrer que F = {P € R, [X], P(a) = 0} est un sous espace vectoriel de R, [X]; déterminer dim(FE) et d(1, F)
¢) Trouver une base orthonormale de R,,[X]

) = arctan(nz)
2. Soit f(x) = Z —_—

2

n=1 n
a) Déterminer zll}rfoo f(x)
b) Montrer que f est C* sur R*
c) Déterminer lim f'(z)
z—0+t
d) f est-elle dérivable en 07

Exercice 46 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication/||/Solution
1. Pour n € N*, on définit f, : [-1,1] — R par f,(x) = sin (nxe—naﬁ).

a) Montrer que (fy,)n>1 converge simplement vers une fonction F & déterminer.

b) Montrer que (f,)n>1 converge uniformément sur tout segment [a, 1] avec a €]0, 1].
¢) (fn)n>1 converge-t-elle uniformément sur [—1,1]?
d) ?
2. Soient F un espace vectoriel de dimension finie n > 2, ¢ une forme linéaire non nulle sur F, a € E non nul et f
définie par f(x) = l(x)a — l(a)x



a) Montrer que f est un endomorphisme de E. Que vaut f(a)?
b) Trouver les éléments propres de f

Exercice 47 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication/||/Solution|

1. a) Donner les solutions polynomiales de (z* — 1)y” (x) + 2xy’ — 2y = 0.
b) On pose y(x) = xz(z) ; trouver une équation différentielle vérifiée par z
2 — 4z a b

c
¢) Déterminer a,b,c tels que —— = — + + ——; en déduire z puis résoudre 1’équation initiale sur
x(x2-1) 2z z-1 z+1

]—1,1].
11110
10 0 0 1
2. Soit D = 10 0 0 1
10 0 0 1
11110

a) Donner, sans calcul, le rang de D, ker(D) et Im(D)
b) Diagonaliser D

Exercice 48 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication/||/Solution|
1. Soient E un espace euclidien et f € L(E) tel que Vu € E, (f(u)|u) =0
a) Développer (f(z +y)|z +y)
) En déduire une relation entre (f(x)|y) et (f(y)|x)
) Si X € Sp(f), montrer que A = 0. f est-il diagonalisable ?
d) Montrer que (ker f)* = Im(f)
)

1L
Soit B une base orthonormale adaptée & la décomposition F = ker(f) @ Im(f). Que dire de la matrice de f
dans B?

2. Soit (E) I'équation différentielle 2%y + 4y’ + 2y = I

1
sur ]0, 1]
—x

a) Déterminer les solutions de ’équation homogene de la forme = — z®. En déduire les solutions de I’équation
homogene.

b) Donner le développement en série entiere de x +—

-z
¢) Déterminer les solutions de (E)

Exercice 49 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication)|/Solution

w/2
1. Soient z > —1 et f(x) = / In(1 + xsin?t) dt
0

a) Montrer que f est C' sur ] — 1, 4+o0]

b) Calculer f’'(z) en utilisant le changement de variable u = P—

¢) En déduire la valeur de f

2. On considére R* muni de son produit scalaire canonique. Soient X = , X = et H = Vect{X,Y}.

— = N
(S U S

Ecrire la matrice, dans la base canonique, de la projection orthogonale sur H.

Exercice 50 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication/||/Solution|

1. Trouver les solutions développables en séries entieres de 1’équation y” + zy + y = 1 telles que y(0) = ¢'(0) =1

2. Deux joueurs font une séance de tirs aux buts. Le joueur 1 marque, a chacun de ses essais, avec une probabilité p; ;
le joueur 2 avec une probabilité ps. Le joueur 1 tire en premier, puis ils tirent chacun a leur tour jusqu’a ce que I'un
d’entre eux marque.

a) Quelle est la probabilité que le joueur 1 gagne?
b) Justifier que le jeu se termine presque surement.
¢) Déterminer une relation entre p; et ps de sorte que le jeu soit équitable

Exercice 51 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication)||/Solution
1. Soit A € M,,(R) non nulle, telle que A* +9A4 =0
a) Montrer que Sp(4) C {0, 3, —3i}




b) A est-elle diagonalisable dans M, (C)?
c) A est-elle diagonalisable dans M, (R)?
d)

)

e

On suppose n impair ; montrer que A n’est pas inversible.
Trouver les matrices symétriques solutions

2. Soit u, = / (1 - E) cos(z) dz. Etudier la convergence de la suite (u,).
0 n

Exercice 52 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indicationf|/Solution

. (5 3
1. SmtA—(l 3)

a) Diagonaliser A
b) Soit M € My(R) telle que M? + M = A
i. Montrer que Sp(M) C {1,-2,2, -3}
ii. Déterminer les matrices M telles que M2 + M = A

+oo —nz
e
2. Soit f(z) =Y
—1+(-1)"n

Déterminer le domaine de définition de f et montrer que f est continue

Exercice 53 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication)||/Solution

—+o0
1. Soit I'(x) :/ t" et dt
0

a) Déterminer le domaine de définition de I’

b) Donner le développement en série entiere de

-
+oo ta:eft +oo
¢) Montrer que Va > 0,/ — dt=T(z+1) —
0 1-e —n

2. Soient M € M3(R) telle que M 2£0et M® =0, et f ’endomorphisme de R* canoniquement associé & M
a) Montrer qu'il existe a € R? tel que (a, f(a), f*(a)) soit une base de R?

) Quelle est la matrice de f dans cette base ?

) Mountrer que det(M + I3) =1

) Montrer que det(A + M) = det(A) pour A € M3(R) qui commute avec M

oo T

Exercice 54 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication)|/Solution)
2

1. Soit (E) I'équation différentielle sur R** 2%y’ —z = =
1 1
def:x»—)el/z<1—f+—2>
r oz

— 2 + 1. On note F la primitive sur R™* qui s’annule en 1

a) Déterminer les solutions de (E)
b) Trouver une solution polyndmiale de (F)
¢) En déduire F

2. Soit f € L(E), E espace euclidien, tel que ¥(z,y) € E?, (z|y) = 0 = (f(x)|f(y)) = 0. Soit (e;)1<i<n une base
orthonormale de FE

a) Montrer que ||f(e;)|| est constante
b) Montrer qu'il existe k € R™ tel que Vx € E, || f(z)|| = k=]



Indications

Exercice 1 1. a) sin(z—t)=...
b) Montrer que T(f) est C*

2. b) Pour l’équivalent en 0, poser u = x4
Exercice 2 |[sujet/|| 2. b) Trouver une base de W.

Exercice 3 [[sujet] 1. c) Ecrire P sous forme factorisée et identifier ses coefficients en fonction de o et .
d) s et t sont solutions d’un polynéme du second degré.

Exercice 4 [[sujet]] 2. Commercer par prouver u([0,1]) C [~1,1] et étudier 2 — 2 — 22 sur [—1,1].

Exercice 5 [[sujet] 2. Choisir aléatoirement deux points parmi les points dont les affixes sont les racines N®™¢ de
Punité (donc régulierement répartis).

Exercice 6 [[sujet]

. . _(R@©O) 0 )
Exercice 7 1. b) Calculer ¢(M) avec M = ( 0 I,

0. Vérifi %p ) > p(p—1)
. Vérifier > 7
que 5
k=n+1
Exercice 8 [[sujet/|| 1. b) Calculer HAH2 pour la norme euclidienne canonique sur M, (R)

Exercice 9 [[sujet/| 2. Dériver la relation vérifiée par f
Exercice 10 [[sujet]| 2. Calculer ¢p(E; ;)
Exercice 11 |[/sujet]

Exercice 12 |[sujet/|| 3. Considérer In(I,4+1) — In(7,,)

Exercice 13 [[sujet] 2. a) Etudier ¢ :t+— ||®(t)]?
b) Dans R?® un cercle est Iintersection d’un plan et d’une sphere. Commencer par justifier qu'il existe Xo # 0 tel
que AXy = 0.

Exercice 14 |[sujet/| 3. Résoudre I’éq diff
4. Commencer par placer les racines de P’ par rapport aux racines de P en utilisant le th de Rolle.

Exercice 15 [/sujet 3. Calculer ((p + q)(z)|x) et utiliser des bon de vecteurs propres de p ou de q.
Exercice 16 |/sujet

Exercice 17 |[suje 3. Utiliser le TCD appliqué aux sommes partielles de la série (géométrique)
Exercice 18 |/suje

Exercice 19 |/sujet

Exercice 20 |/sujet

Exercice 21 |/sujet 3. Utiliser la fonction génératrice.

Exercice 22 |/suje

Exercice 23 |/suje

Exercice 24 |/sujet

Exercice 25 |/sujet 1. d) Utiliser la base ((X — bk ) pen Plutdt que la base canonique
Exercice 26 |/suje

Exercice 27 |/suje 1. d) Etudier la CVN puis la valeur de f, dans les cas ot il n’y a pas la CVN.

1 ~N O A AN AR AN A A=
= [ M S ) B M [ M B e S M S ) B M Y B Y B N e N B A

Exercice 28 |/sujet



Exercice 29

Exercice 30

Exercice 31

Exercice 32

Exercice 33

Exercice 34

Exercice 35

Exercice 36

Exercice 37

Exercice 38

Exercice 39

Exercice 40

Exercice 41

Exercice 42

Exercice 43

Exercice 44

Exercice 45

Exercice 46

Exercice 47

Exercice 48

Exercice 49

Exercice 50

Exercice 51

Exercice 52

Exercice 53

Exercice 54
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suje

2.

2.

c) distinguer les cas 0 € Sp(A) et 0 ¢ Sp(A).

¢) Vérifier que C est orthogonale et que les 2 espaces sont orthogonaux

c¢) Calculer lim I,, sous forme d’une intégrale pour commencer

b) Faire apparaitre A~ B et son polynéme caractéristique

b) iii. Ecrire A= CCT avec C un vecteur colonne

¢) Montrer la CVU sur R™.

d) Vérifier que A~'M est nilpotente.



