Exercices d’oraux 2024

| Mines-Ponts|

Exercice 1 (Mines-Ponts PSI 2024) |[Indication)|/Solution

1. Soit E = C°([0,7],R). Pour f € E, on pose T(f) : x — /7T sin(x — t) f(t) dt
0

a) Montrer que T est un endomorphisme de E
b) Trouver les valeurs propres de T

TH(f) . o
¢) Montrer que i converge simplement vers S a déterminer.
k>0 ’
d) ?
: Looa
2. Soient a > 0 et I(z) = -
0 T+t

a) Montrer que I est définie et continue sur R**
b) Trouver les limites et des équivalents de I en 0 et +oc.

Exercice 2 (Mines-Ponts PSI 2024) |/Indication)||/Solution |
1. Soit (F,)nen définie par Fo =0, Fi =1let Vn € N, F,i0 = Fjoiq + Fy,

a) Déterminer la valeur de F,, en fonction de n

“+o0
b) Calculer S(z) = > Fpa"
n=0
¢) Quel est le rayon de convergence de cette série entiere ?

1
2. Soient E = C*([0,1], R) et, pour f,g € E, (f|g) = /0 [f()g(t) + f(t)g'(t)] dt

a) Justifier que (|) est un produit scalaire sur E
b) Soient V = {f € E,f(0) = f(1) =0} et W = {f € E, f” = f}. Montrer que V et W sont supplémentaires
orthogonaux.

Exercice 3 (Mines-Ponts PSI 2024) |/Indication)|/Solution
1. Soit P = X*—8X®+12X? - 8X +1

. . 1 S
a) Montrer que si z est racine de P alors — est aussi racine de P
z
b) Montrer que P posséde une racine réelle o > 1

1 1
¢) On note 8 une racine complexe de P distincte de o et — et on pose t =a+ — et s =5+ —.
@ @

g
Montrer que s +t = 8 et st = 10.

d) En déduire t > 2 et que s est un réel tel que 0 < s < 2
e) Montrer que 8 n’est pas réel et que 5 est de module 1
2. Le nombre N d’enfants d’une famille suit une loi de Poisson de paramétre a. A sa naissance, chaque enfant & une
probabilité p €]0, 1] de survivre, indépendamment des autres. On note M le nombre d’enfants qui ont survécu
a) Déterminer la loi conjointe (N, M) puis la loi et Pespérance de M
b) M et N — M sont-elles indépendantes ?

Exercice 4 (Mines-Ponts PSI 2024) |/Indication)|/Solution |

1. a) Soient E un K espace vectoriel de dimension finie et H un sous espace vectoriel de E. Montrer que H est un
hyperplan si et seulement si il existe une forme linéaire non nulle ¢ telle que H = ker(¢)

b) Pour A € M, (R), on définit ¢4 : M € M, (R) — Tr(AM). Montrer que ¢ : A — ¢4 est un isomorphisme
de M, (R) sur LM, (R),R)

0o ... 0 1
c) On pose C = L -0 0 et J, = <‘8” 8) C est-elle inversible ?
(0) 1 0

Calculer Tr(J,C)
d) En déduire que tout hyperplan de M,,(R) contient une matrice inversible



2. Soit E I'ensemble des applications de [0, 1] dans R, 1-lipschitziennes et telles que u(0) = 0.

1
Déterminer sup/ ((u(t) — u(t)?)dt
ueE JO

Exercice 5 (Mines-Ponts PSI 2024) |[Indication)||/Solution)

o . . . R 1 sii=j
1. a) Montrer qu’il existe un unique produit scalaire sur R[X] tel que (X*|X7) = { 0 anon J
b) On munit R[X] du produit scalaire précédent et on considere F' = {P € R[X], P(1) = P(2)}. Déterminer F*
et F+ F+
¢) Déterminer d(X, F)
2. Déterminer la distance moyenne entre deux points d’un cercle. On pourra introduire une variable aléatoire uniforme
de parametre NN, que l'on fera ensuite tendre vers 400

Exercice 6 (Mines-Ponts PSI 2024) |/Indication)|/Solution

1 11
1. Soit M =0 1 1
0 01

a) Calculer M" pour n > 1
b) Déterminer une base de Vect{M" ,n € N}

¢) En déduire I’ensemble des matrices qui commutent avec M ; on pourra commencer par chercher les matrices
qui commutent avec les vecteurs de la base précédente.

1 T
In(1 t In2 In(1+¢
2. a) Montrer, pour z € [0,1], que /0 % dt = % arctan x + gln(l +2?) — /o % dt

1
In(l + ¢
b) En déduire la valeur de / In(1 +4)

dt
o 1+

Exercice 7 (Mines-Ponts PSI 2024) |/Indication)|/Solution |
1. Soit X € R™ non nul. Pour M € M, (R), on pose ¢(M) = (MX|X).
a) Déterminer ¢(M,(R))
b) Déterminer ¢(O,(R))

, k
2. Soit f une permutation de N. Etudier la série Z %
k>1

Exercice 8 (Mines-Ponts PSI 2024) |/Indication)|/Solution |
1. Soit A € M, (R) nilpotente et telle que AAT = AT A. On pose B = AT A

a) Montrer que B est diagonalisable.

b) Déterminer B puis A.
2. Pour n > 1 et 2 € [0,1], on pose f,(z) = 2™ — cos(x).
a) Montrer que f,, s’annule une seule fois sur [0, 1] en un réel que ’on notera a,,.
b) Etudier la nature de la suite (a,). Si elle converge, déterminer sa limite.
¢) Déterminer un équivalent de a,, — 1 en +oco.

Exercice 9 (Centrale PSI 2024) |/Indication]|/Solution)

x+2h x+h

Soient E = C°(R,R) et W}, 'ensemble des fonctions f de E, bornées, telles que Va € R,/ f)det = 2/ f()dt
x+h x

1. Montrer que W}, est un R-espace vectoriel

2
2. a) Soit f, : t —> cos (%t) ; montrer que (f,)nen+ est une famille libre d’éléments de W,.

Que peut-on en déduire sur la dimension de W ?
b) Soit T}, définie par Vo € R, T),(f) : = — f(x + h). Montrer que W), C ker(T? — 3T}, + 2idg) puis que
ker(T? — 3Ty, + 2idg) = ker(T}, — idg) @ ker(T}, — 2idg)
¢) En déduire que f est périodique.
3. Déterminer W),

Exercice 10 (Centrale PSI 2024) |/Indication|/Solution)
Soit M € M5 (C), a coefficients dans Z telle qu'il existe k € N* vérifiant M* = I,. On note d = min {k e N*, M* = I2}




1. M est-elle diagonalisable 7
Justifier que | Tr(M)| < 2

2. On suppose que toutes les valeurs propres de M sont réelles. Quelles sont les valeurs possibles de d 7

3. On suppose que toutes les valeurs propres de M sont complexes non réelles.
Montrer que le polynome caractéristique de M est 'un des 3 polynomes suivants : X2 — X +1, X241, X>+ X +1

4. A laide des questions précédentes, montrer que d € {1,2,3,4,6}

Exercice 11 (Centrale PSI 2024) |[Indication||/Solution)
Soient A € M, (R) et ¢p4: M € M,(R) — AM — MA
1. Montrer que ¢4 est un endomorphisme de M,,(R) non injectif. Déterminer le rang de ¢4 dans le cas ol le polynéme
caractéristique de A est scindé a racines simples
o : MR — LM,R))
B — ¢B

2. On définit . Montrer que ® est une application linéaire et déterminer son noyau

3. Déterminer les puissances de ¢ 4

Exercice 12 (Centrale PSI 2024) |[Indication||/Solution
o0

+ dt
Pour n € N*, on considere I,, = / (
0

14t3)n
n n 1
1. Pour n € N*, on pose u, = z~ In(n) et v, = 7~ In(n + 1). Montrer que (u,,) et (v,) convergent vers une
k=1 k=1
méme limite v € R
I 1
2. Justifier, pour n > 1, la convergence de I,, et montrer que 7}“ =1- 3.
n n
S C
3. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que I,, ~ 7
n

Exercice 13 (Centrale PSI 2024) |[/Indicationf|/Solution]
On consideére le systeme (1) : X' = A(t)X, ot A € C°(R, M3(R)); une solution de (1) est une fonction ® : R — M3 1(R)
dérivable et telle que V¢ € R, &' (t) = A(t)D(t)

1. Etude de cas particuliers

0 1 0 1
a) Onsuppose A= | —1 0 0 |. Montrer que (1) admet une unique solution telle que X(0) = [ 1
0 0 0 1

b) On suppose A(t) = (?777). Montrer que (1) admet une unique solution telle que X (0) =?
2. On suppose que, pour tout t € R, A(t) est antisymétrique.
a) Montrer que si @ est solution de (1) alors ||@|| est constante

b) On suppose de plus A constante. Montrer que si ® est solution de (1) alors il existe un cercle C de R? tel que
Vie R, ®(t) eC

Exercice 14 (Centrale PSI 2024) |[Indication||/Solution)
Soit u € L(R,[X]) défini par u(P) = P’
1. Montrer qu'il existe une base B de R,,[X] dans laquelle la matrice de u ne comporte que des 0 et des 1
2. Montrer, pour @ € R, [X], qu'il existe un unique P € R, [X] tel que P — P’ = Q
3. Montrer que si Vz € R, Q(z) > 0 alors Vz € R, P(z) > 0
4

. Montrer que si P est scindé sur R alors @ est scindé sur R

Exercice 15 (Centrale PSI 2024) |/Indication|/Solution)
Soit E un espace euclidien

1. Montrer que si p est un projecteur orthogonal alors p est autoadjoint et p est 1-lipschitzien
2. Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux ; montrer que le polynéme caractéristique de p + ¢ est scindé sur R
3. Montrer que Sp(p + ¢) C [0, 2] puis déterminer Eo(p + q) et E2(p + q)

Exercice 16 (Centrale PSI 2024) |/Indication|/Solution)

Un automate allume, a la date n, une diode rouge ou une diode verte. Si a la date n il allume une diode rouge, il allume
une diode verte a la date n+ 1 avec une probabilité p €]0, 1[; si & la date n il allume une diode verte, il allume une diode
rouge & la date n + 1 avec une probabilité ¢ €]0,1[. On note r,, (resp. v,,) la probabilité que la diode allumée soit rouge
(resp. verte) a linstant n

1. Trouver A € M3(R) telle que (znﬂ) =A (Z”), a l’aide de la formule des probabilités totales.
n+1 n



B+C=1

B+(l—p—q)C=A puis en déduire A™ pour n > 1

2. Déterminer B,C € M3 (R) telles que {

3. Déterminer lim r, et lim v,
n—-+oo n——4oo

Exercice 17 (Centrale PSI 2024) |/Indication/|/Solution)
+oo

Pour z €]0, 7| fixé, on définit S, : t — Zt”_l sin(px)
p=1
1. Montrer que S, est définie sur [0, 1] et calculer S, (t) pour ¢t € [0,1]

1
2. Justifier que S, est intégrable sur [0, 1] et calculer / Sg(t) dt
0

oo .
sin(pz
3. Justifier la convergence et déterminer la valeur de Z M

p=1 p

Exercice 18 (Centrale PSI 2024) |/Indicationf|/Solution)
(2p + 2)"a™
(2p +1)!n!
1. Montrer que la famille (uy p)(n,p)enz est sommable.

On pose, pour n,p € Net z € R, uy,, = (—1)

+oo

2 2)"
En déduire le rayon de convergence et la somme de la série Z anz" ou a, = Z(—l)p (Lz'
= = (2p+ 1)In!
2.7
3. 7 éq diff

Exercice 19 (Centrale PSI 2024) |/Indicationf|/Solution)

“+oo
Soit f(z) = / arctan(wt)e” " dt

0
1. Montrer que f est C? sur R

2. Etudier la suite (uy,)nen définie par ug € R et ¥n € N, 41 = fup)

Exercice 20 (Centrale PSI 2024) |/Indication/|/Solution)
Soient E = {(z,y) € R* 2? +2y?> =8} et ¢ : t — (2v/2cos(t),2sin(t)).

1. Montrer que ¢ réalise une bijection de [0, 27| sur E.

2. Soient A = {(z,9) € R%, 2% + 22 <8} et f: (2,9) — /1 + 22 +¢2 + 22
a) Justifier que f admet sur A un maximum et un minimum.

b) Etudier les extremum de f sur A

¢) Déterminer le maximum et le minimum de f sur A

Exercice 21 (Centrale PSI 2024) |[/Indicationf|/Solution)
On considere une urne contenant N boules numérotées de 1 a N dans laquelle on effectue des tirages avec remise. On
note (T,, = k) 'événement « au cours des n tirages on a obtenu exactement k boules distinctes ».

1. Donner P(T, = 1), P(T,, = 2) et P(T,, =n)
2. Etablir une relation entre P(Thy1=k+1),P(T,=k)et P(T, =k+1)

3. En déduire 'espérance de T,.

Exercice 22 (CCINP PSI 2024) |/Indication)|/Solution

1. Soient A, B € M, (R) telles que AB = BA et M = (A B)

0 A

@

Montrer que si M est diagonalisable alors A est diagonalisable et B est nulle

a) Montrer que si U et V sont semblables et R € R[X] alors R(U) et R(V') sont semblables.
b) Calculer P(M) pour P € R[X], en fonction de P(A), P'(A) et B
¢) Montrer que si A est diagonalisable et B = 0 alors M est diagonalisable.
d) Soit A ¢ Sp(A), justifier que A — AI,, est inversible.
)
)

N
®

Enoncer le critere spécial des séries alternées



) 1
b) Etudier la nature d { 2] (1 7)}
) udiler la nature de Z COS [7Th™ 1In —+ n

n>=1

Exercice 23 (CCINP PSI 2024) |/Indication)|/Solution)

t n
1. Soit g, (t) = €’ (1 - 7> pour n > lett € [0,1]
n
a) Rappeler 'inégalité des accroissements finis
t
b) Montrer que Vt € [0, 1], |g,,(t)] < c
n

i | t\" te
¢) En déduire e {1 ——) —1| < —

n n

xr t n .
d) Onpose, pour z € [0,1], I,,(z) = / et <1 - 7> dt. Etudier les convergences simples et uniformes de (I, ), nn=
O n

2. Soient a,b € Ret u: M € M, (R) — aM + bM™*
a) Montrer que u est un endomorphisme de M, (R)
b) Trouver un polyndéme annulateur de u
¢) wu est-il diagonalisable ?

Exercice 24 (CCINP PSI 2024) |/Indication/||/Solution |

an
n+2

1. Soit (an)nen définie par ag = a1 =1 et Vn € Nyap19 = apy1 +
a) Montrer que a, > 0 pour tout n € N
b) Etudier la monotonie de (a,) et en déduire que Z(anﬁ — ap41) diverge

¢) On pose S(z) = Z apx™. Déterminer le rayon de convergence de cette série entiere.
n>=0

d) Montrer que S est solution de (z — 1)y’ + (z + 1)y =0

e) Déterminer la valeur de S(z) puis de a,

- (3 Bhan (1) o ()
2. Soient Al,A27A3,A4 € Mn(R), A= (Ag 144 , Cl = A3 et CQ = A4
a) Montrer que rg(A) < rg(Cy) +rg(Cs)
4
b) Montrer que rg(A) < ng(Ai)
i=1

¢) On suppose Az = 0 et rg(A;) = rg(A4) = n. Montrer que A est inversible et déterminer A~

Exercice 25 (CCINP PSI 2024) |[Indication)|/Solution
1. Soient b€ R et & : P € R[X] —s (X — b)[P' + P'(b)] — 2[P — P(b)]
a) Montrer que ® est un endomorphisme de R[X]

b) Montrer qu’il existe k& € N* tel que (X — b)* divise ®(P) pour tout P € R[X]; on trouvera la plus grande
valeur de k possible.

¢) Trouver ker &
d) Trouver Im @

1
2. Soit (E) : t*y"(t) + 3ty'(t) + y(t) =t + T sur R+*

a) Enoncer le théoréme de Cauchy-Lipschitz

b) On pose g(z) = f(e*). Montrer que f est solution de (E) si et seulement si g est solution d’une équation
différentielle & déterminer.

c¢) Résoudre (E) sur R™*

Exercice 26 (CCINP PSI 2024) |/Indication)||/Solution

T dt In2 h2t
1. Soient I,(x) = / ——,pour z >0, et [ = / S—B
o ch™t o ch’t

dt

a) Montrer que I,, est définie sur R

b) Montrer que (I,)nen converge simplement vers ¢ & déterminer.
c) Montrer que I, est dérivable et calculer I,

d) Montrer que (I,,)nen converge uniformément sur RT.

e) Trouver une relation entre I,, et I, 4o

f) Calculer I1(In2) et en déduire I5(In2)



g) Déterminer un lien entre I, I;(In2) et I5(In2) et en déduire la valeur de I.

2. Une urne contient 3 jetons numérotés 1, 2 et 3 que ’on tire avec remise. On note Y le nombre de tirages nécessaires
pour obtenir 2 jetons différents et Z celui pour tirer les 3 jetons.

a) Déterminer la loi de Y puis son espérance.
b) Déterminer la loi du couple (Y, Z).
¢) Déterminer la loi et I'espérance de Z

Exercice 27 (CCINP PSI 2024) |[Indication)|/Solution

—+oo
1. Pour a > 0, on pose fq(x) = Z sin®(x) cos™ ()
n=0

a) Déterminer le domaine de définition de f,
b) Trouver une forme simplifiée de f, sur [O, g]
¢) Discuter de l'intégrabilité de f, sur }0, g}

)

T
d) La série converge-t-elle uniformément sur [0, 5} ?

3
e) Pour n € N, on pose u,(a) = / sin®(z) cos™(z) dz
0

i. Etudier la convergence de Z Up (@)
n=0

ii. Calculer /2 fa(z)dx.
0

2. Soit A € M, (R) non nulle, telle que A*> + 94 =0
a) Montrer que Sp(4) C {0, 3, —3i}
b) A est-elle diagonalisable dans M,,(C)?
c) A est-elle diagonalisable dans M, (R)?
)

d) On suppose n impair ; montrer que A n’est pas inversible.

Exercice 28 (CCINP PSI 2024) |/Indication)||/Solution

1. Soit X une variable aléatoire discréte telle que X ~ Z?(\); on note Gx sa fonction génératrice.

1 +oo /
a) Montrer que, pour n € N, P(X < n) = / t"e " dt.
A

Tl
+oo
b) En déduire un équivalent de w,, = / t"e~t dt quand n tend vers +o0.
A

¢) Que valent Gx(1) et Gx(—1)7
d) En déduire la probabilité que X soit paire.
e) Soit Y, indépendante de X, qui suit une loi uniforme sur {1,2}. Calculer la probabilité que XY soit pair.
2. On définit N' = {4 € M, (R), A" = 0} avec n € N*
a) Montrer que les éléments de A sont trigonalisables mais pas forcément diagonalisables
b) Déterminer les matrices symétriques de A/
) n(n —1)

Soit F' un sous espace vectoriel de M,,(R) inclus dans . Montrer que dim(F') < 5

C

Exercice 29 (CCINP PSI 2024) |/Indication/||/Solution|

1. On définit la suite (a,,) par ag = a1 =1 et ant2 = ant1 + (N + 1ay,.

(¢2%) . . - . Qp
a) Montrer que — < 1. Trouver une minoration du rayon de convergence de la série entiere E —'x" ; on note
n! n!
n=0
f sa somme.

b) Déterminer une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par f sur | —1,1].
¢) Résoudre cette équation différentielle
d) En déduire la valeur de ag, et agpy1 en fonction de p.

2. Soient A € M,,(C) et B = (61 81) € My, (C).

a) Montrer que, pour P € C[X], P(B) = (P(A) P(A)> + P(0) (0 _In).

b) Déterminer rg(B) en fonction de rg(A).



¢) On suppose A diagonalisable. Montrer que B est diagonalisable.
d) Etudier la réciproque.

Exercice 30 (CCINP PSI 2024) |/Indication)|/Solution)

1
1. Pour n € N, on pose I, :/ In(1+4¢") de
0

a) Montrer que I,, est bien défini.
b) Montrer la convergence de (I,)nen et déterminer sa limite.

1 ('In(1
¢) Montrer que I,, ~ 7/ Mdu.
0

n—-+oo N u
too 2 2
1 ™ ™
d) En admettant — = —, montrer que I,, ~ —
) nZ::l n?2 6 e dn e 120

n
2. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires discrétes indépendantes telles que X; ~ %(p;). On pose S, = Z X;
1 n 1=1
et ¢, = o ;pi et on suppose ngrfoo qn =D
i—

1
a) Trouver l'espérance et la variance de —S,,
n

>E>=0

1
b) Soit € > 0, montrer que lim P ('Sn — qn
n

n—-+oo

1
¢) En déduire lim P (‘Sn p‘ > €> =0
n—-+oo n

Exercice 31 (CCINP PSI 2024) |[Indication)|/Solution)

1. Soient E un espace de dimension finie n et f € L(F) admettant n valeurs propres distinctes Aq, ..., A,. On note
C(f) Pensemble des endomorphismes de E' qui commutent avec f.

a) Montrer que ¢ : P € R,_1[X] — (P(A1),...,P(A\y)) est un isomorphisme de R,,_1[X] sur R™.
b) Soit h = P(f) avec P € K[X], montrer que h € C(f).
¢) Soit g € C(f).
i. Montrer que les sous-espaces propres de f sont stables par g
ii. Déterminer la dimension des sous-espaces propres de f et en déduire que les vecteurs propres de f sont
aussi des vecteurs propres de g.

iii. En déduire qu’il existe une base de vecteurs propres communs & f et g.

iv. Montrer g puis que g est un polynome en f
d) En déduire la dimension de C(f).

1 2

t(lnt)
2. On pose I:/O e
a) Justifier 'existence de T

+oo 1 +o0 1
b) Montrer que I =2 Zlﬁleﬁ
n= n=

Exercice 32 (CCINP PSI 2024) |/Indication/||/Solution |

dt

1. La secrétaire d’une société appelle les n clients de cette société. Elle joint chaque client, indépendamment les uns des
autres avec une probabilité p €]0,1[. On note X le nombre de clients joints lors de ce premier appel. Elle rappelle
alors les n — X clients qu’elle n’a pas pu joindre. Elle joint chacun d’entre eux avec la probabilité p et on note Y le
nombre de clients joints lors de ce deuxieme appel. On note Z le nombre de clients joints au cours des deux appels
etgq=1—p.

a) Quelle est la loi de X ? Donner E(X) et V(X)
b) Quelles sont les valeurs prises par Z 7
¢) Déterminer P(Z = 0) et montrer que P(Z = 1) = np(1 + q)¢*" >
d) Calculer P(Y = h|X = k)
—k ; . ,
e) Montrer que (Z) (7_ k) = (?) (;) puis P(Z = j) = (7) (1 - ¢

Quelle est 1la loi de Z 7

2. Soit E = C?([0,7],R) que 'on munit du produit scalaire (f|g) = / f(t)g(t)dt. On pose G = {t € E,t" +t =0}
0



a) Montrer qu’il existe t1, s tels que G = Vect{t1,t2}
b) Calculer (t;|t2)
¢) En déduire Pexpression de la projection orthogonale de f € E sur G

Exercice 33 (CCINP PSI 2024) |/Indication)|/Solution)

1 2\ N
1. Soit an:/ <1+t ) dt.
O 2

a) Montrer que (a,) converge
b) Etudier la série Z(—l)"an

¢) On consideére la série E anz™ de rayon de convergence R et soit f sa somme.

1

2n+1
ii. En déduire la valeur de R.

iii. Montrer que a,, vérifie la relation suivante : Vn € N, (2n + 3)an+1 = (n+ 1)a, + 1.
iv. Montrer que f vérifie une équation différentielle d’ordre 1 a déterminer.

i. Montrer que a,, >

2. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, f et g deux endomorphismes de E tels que f + g = idg et
rg(f) +rg(g) < dim(E)
a) Montrer que F = Im(f) + Im(g)
b) Montrer que E = Im(f) @ Im(g)
)

¢) En déduire que f et g sont deux projecteurs tels que fog=go f=0

Exercice 34 (CCINP PSI 2024) |/Indication/||/Solution|

1. Un conducteur se place a un carrefour et compte le nombre de personnes qui n’ont pas attaché leur ceinture de
sécurité. Le nombre de voitures qui passent au carrefour est noté X et on suppose que X suit une loi de Poisson

de parametre 200. La probabilité qu'un conducteur n’ait pas attaché sa ceinture est 10’ indépendamment les uns

des autres. On note S le nombre de conducteurs sans ceinture et A le nombre de conducteurs ayant attaché leur
ceinture.

a) Déterminer P x_,)(S = k) pour k,n € N*

b) Déterminer P(S = k) et en déduire que S suit une loi de Poisson
¢) A suit-elle une loi de Poisson ?
d) A et S sont-elles indépendantes ?

1
2. Soient A, B € O,(R) telles que M = §(A + 2B) soit orthogonale. On pose C = A” B

Calculer ATB+ BT A

a)

b) En déduire un polynéme annulateur de C'

¢) Montrer que ker(C — I,) et Im(C — I,,) sont supplémentaires
d) Montrer A =B

Exercice 35 (CCINP PSI 2024) |/Indication)|/Solution)

1. Soit (an)nen telle que ag = —4, a3 =2, as =4 et apy3 = api2 + apy1 — a, pour n € N.
a) Montrer que |a,| < 2""?
b) Soit S(z) = Z anx”. Montrer que le rayon de convergence R de cette série entiere est > 0 puis que S(z) =

n=0
622 + 6z — 4 R
m pour |J3‘ < .
a b c
¢) Trouver a,b, c tels que S(z) = + +

z+1 z-1 (z—1)2
d) Déterminer a,, en fonction de n.
e) Déterminer R

2. Soient n € N* et M € M, (R) telle que M (MTM)2 =1I,.
a) Montrer que M est inversible.

b) En déduire que M est symétrique.
¢) Conclure que M = I,.

Exercice 36 (CCINP PSI 2024) |/Indication)||/Solution




1420 9—-2a -2«
1. Pour a € R, on pose M, = 0 4 0
« 6—a 11—«
a) Etudier la diagonalisabilité de M,
b) Déterminer rg(M,,)

c¢) Déterminer P € GL3(R) telle que M_; = PAP™! avec A =

o O O
o = O
- O O

d) On cherche & résoudre A% = M_; et on pose B = P"'AP

i. Montrer que A2 =M_; & B> =A

ii. Montrer que si B> = A alors B et A commutent
iii. En déduire les matrices B telles que B2 = A
iv. Résoudre A% = M_;

2. Soient f,(x )—wet] 7/ fn(z

a) Enoncer le théoréme de convergence dominée
b) Monter que I,, existe.

n—-+oo

1
Mont lim I, = —_—
¢) Montrer que lim I, ]; Ry

Exercice 37 (CCINP PSI 2024) |[Indication}|/Solution
o 1 — cos(t)

1. Soit f(z) :/ —— e "t
0 t

a) Montrer que f est définie sur R¥.

=3

Montrer que f est continue sur RT.

d

)
)
¢) Montrer que f est de classe C? sur R™*
) Calculer les limites en +oo de f et f’
)

1
e) Montrer que, pour z > 0, f'(z) = In(z) — 5 In(1 4 2?%)

“+oo
sint
f) Soit I = / % dt. Exprimer I en fonction de f(0) puis déterminer sa valeur.
0

2. Soit A € O,(R)
a) Soient A une valeur propre complexe de A et X € C" un vecteur propre de A associé a A. Calculer de 2 facons
différentes (K)T AX et en déduire [N\ =1
b) Soient B une autre matrice de O, (R). Montrer que |det(A + B)| < 2"

Exercice 38 (CCINP PSI 2024) |/Indication)|/Solution

1. Soient f(z Zln n)a" et g(x Zln(1—7>

n=2 n>2

a) Déterminer les rayons des convergence de f et g.

b) Montrer que g est continue sur [—1,1]

¢) Déterminer une relation entre (1 — z) f(x) et g(z)

d) Montrer que f peut se prolonger par continuité a [—1,1]

e) Déterminer des équivalents de f et g en 1™
2. Soit M € M, (R) telle que M3 =1I,, M # I, et M"M = MM™
a) Montrer que MM7 est diagonalisable et déterminer Sp(MM™)
b) En déduire que M est orthogonale
¢) Sin =3, déterminer les matrices M possibles

Exercice 39 (CCINP PSI 2024) |/Indication)||/Solution
“+oo
1. Soit f(z) :/ tretdt
0

a) Montrer que f est définie sur R

b) Montrer que f est continue sur R
¢) Montrer que f(z) =zf(x — 1) pour z > 1



On pose v, = / In(f(u))du pour n > 1 et p(z) = / In(f(u))du pour x > 1.
n—1 z—1

d) Montrer que ¢ est dérivable sur [1,+oo[ et donner ¢’

@

Montrer que ¢'(z) = In(z) pour z > 1

—_1)"
g) En déduire la nature de Z u
v

n

)

)
f) Déterminer la limite de ¢ en +oo
)

)

2. a
diagonalisable et donner une matrice diagonale associée a p

Soit p un projecteur de E, espace vectoriel de dimension finie. Montrer que E = ker(p) @ Im(p), puis que p est

b) Soient A, u € C* distincts, A, B, M € M,,(C) telles que M = ANA+ uB, M? = N>A+ p?>B et M3 = N3A+ 1i®B.

Montrer que M est diagonalisable.

Exercice 40 (CCINP PSI 2024) |/Indication/||/Solution |

1
1. Pour z € R* et n € N*, on pose f,(z) = sh(nz)

a) Déterminer les valeurs de = pour lesquelles Z fn(x) converge.
—+oo
On pose f(x) = fu(x)
n=1

b

C

Déterminer le domaine de continuité de f
Etudier les variations de f

[oN

Montrer que pour u grand on a sh(u) > et/?

@

shx
Enoncer le théoréme de Cayley-Hamilton
Soient A, B,C € M,,(C) telles que C # 0 et AC = CB.
i. Montrer que Vk € N, A*C' = CB*
ii. En déduire P(A)C = CP(B) pour tout P € C[X]
iii. Montrer que A et B ont une valeur propre commune.

2. a
b

)
)
)
) Montrer que f(x) est équivalente a 1 au voisinage de +o00.
)
)

Exercice 41 (CCINP PSI 2024) |[Indication)|/Solution

1§ 42 .
2
1. Soit A= 7 4% 1 )ouj=exp (g)
1

a) 1. Trouver les valeurs propres de A.
ii. A est-elle diagonalisable ?
iii. Déterminer la dimension du noyau de A.
b) Pour X € M3(C), on pose ¢p(X) = AXA
i. Trouver les valeurs propres de ¢.
ii. ¢ est-il diagonalisable ?
iii. Déterminer I'image de ¢.

2. Soient A > 0 et ’équation différentielle xy’ + Ay =

1+
a) Résoudre xy’ + Ay = 0 sur R
b) Déterminer la forme des solutions sur R™* de 1’équation initiale & I’aide d’une intégrale.
c) Montrer qu'il existe une unique solution de (£) sur R™ bornée au voisinage de 0.

Exercice 42 (CCINP PSI 2024) |/Indication)|/Solution

1 -2 2
1. a) Soit A= 1 —2 2 |].A estelle diagonalisable?
-2 4 4

b) Soit A € M3(R) telle que dim(ker(A)) = 2. On pose B = (:j %4), pour a, 3,7 € R, et C' = (61 j)

Calculer X¢ en fonction de X4 et en déduire le spectre de C' en fonction du spectre de A.
¢) Calculer X'p en fonction de X4 lorsque 8 # 0, v # 0 et o+ 8 = 7 puis lorsque 5 # 0, « = 25 et v = —f.
En déduire Sp(B) en fonction de Sp(A) dans ces deux cas.

d) Montrer que si X € ker(A) alors (X

0) € ker(B) et en déduire que dim(ker(B)) > 2dim(ker(A))



e) Diagonaliser B pour « = —1, 8 = 3 et v = 2 avec A la matrice de la premiére question.
2. Pour z € [0,1] et n > 0, on pose f,(z) = sin (nme*”gﬂz).

a) Etudier la convergence simple de (f,,) sur [0, 1]
b) Etudier la convergence uniforme de (f,,) sur [a, 1], avec a €]0, 1], puis sur [0, 1]

| Mines-Télécom |

Exercice 43 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication)|/Solution

1. a) Montrer que Vx € Rje* > 1+«
Soit (2 )nen définie par zg =1 et Vn € N, xy,41 = In (e — zy,).

b) Montrer que (2, )nen est bien définie
¢) Montrer que (z,)nen est monotone puis convergente

d) Etudier la nature de Z T,

2. Soient F un R-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E) tel que u # idg et u® = idg
a) Soient F; = ker(u —idg) et Eo = ker(u® 4+ u + idg). Montrer que Fy N Ey = {0}
b) Calculer (u® 4 u +idg) — (u — idg) o (u + 2idg) et en déduire E = E; & E,
c) Justifier que, si dim(E) est impaire, alors By # {0} et Ep # {0}

Exercice 44 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication)||/Solution)

. _ (0 1
1. SmtJ—(O 0)

a) Calculer J 2 puis montrer que 1’équation M? = J n’admet pas de solution dans M5(C)

. (J 0 (X Xg) o
b) SmtAf(O J) etYf(X3 X, telle que 7

i ?
i.

me*’ﬂﬂ?

et S(z) = fu(2)

2. Pour n > 2, on pose f,(x) = 7
nn

a) Déterminer le domaine de définition de S
b) Montrer que S est continue sur R*
¢) Montrer que S est continue en 0

Exercice 45 (Mines-Télécom PSI 2024) |[Indz’cati0n/||[Solutionj|

1. Pour P,Q € R, [X], on pose (P|Q) = ZP k) Q(k (a) pour a € R fixé

a) Montrer que (|) est un produit scalalre sur R, [X]
b) Montrer que F = {P € R, [X], P(a) = 0} est un sous espace vectoriel de R, [X]; déterminer dim(FE) et d(1, F)
¢) Trouver une base orthonormale de R,,[X]

) = arctan(nz)
2. Soit f(x) = Z —_—

2

n=1 n
a) Déterminer zll}rfoo f(x)
b) Montrer que f est C* sur R*
c) Déterminer lim f'(z)
z—0+t
d) f est-elle dérivable en 07

Exercice 46 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication/||/Solution
1. Pour n € N*, on définit f, : [-1,1] — R par f,(x) = sin (nxe—naﬁ).

a) Montrer que (fy,)n>1 converge simplement vers une fonction F & déterminer.

b) Montrer que (f,)n>1 converge uniformément sur tout segment [a, 1] avec a €]0, 1].
¢) (fn)n>1 converge-t-elle uniformément sur [—1,1]?
d) ?
2. Soient F un espace vectoriel de dimension finie n > 2, ¢ une forme linéaire non nulle sur F, a € E non nul et f
définie par f(x) = l(x)a — l(a)x



a) Montrer que f est un endomorphisme de E. Que vaut f(a)?
b) Trouver les éléments propres de f

Exercice 47 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication/||/Solution|

1. a) Donner les solutions polynomiales de (z* — 1)y” (x) + 2xy’ — 2y = 0.
b) On pose y(x) = xz(z) ; trouver une équation différentielle vérifiée par z
2 — 4z a b

c
¢) Déterminer a,b,c tels que —— = — + + ——; en déduire z puis résoudre 1’équation initiale sur
x(x2-1) 2z z-1 z+1

]—1,1].
11110
10 0 0 1
2. Soit D = 10 0 0 1
10 0 0 1
11110

a) Donner, sans calcul, le rang de D, ker(D) et Im(D)
b) Diagonaliser D

Exercice 48 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication/||/Solution|
1. Soient E un espace euclidien et f € L(E) tel que Vu € E, (f(u)|u) =0
a) Développer (f(z +y)|z +y)
) En déduire une relation entre (f(x)|y) et (f(y)|x)
) Si X € Sp(f), montrer que A = 0. f est-il diagonalisable ?
d) Montrer que (ker f)* = Im(f)
)

1L
Soit B une base orthonormale adaptée & la décomposition F = ker(f) @ Im(f). Que dire de la matrice de f
dans B?

2. Soit (E) I'équation différentielle 2%y + 4y’ + 2y = I

1
sur ]0, 1]
—x

a) Déterminer les solutions de ’équation homogene de la forme = — z®. En déduire les solutions de I’équation
homogene.

b) Donner le développement en série entiere de x +—

-z
¢) Déterminer les solutions de (E)

Exercice 49 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication)|/Solution

w/2
1. Soient z > —1 et f(x) = / In(1 + xsin?t) dt
0

a) Montrer que f est C' sur ] — 1, 4+o0]

b) Calculer f’'(z) en utilisant le changement de variable u = P—

¢) En déduire la valeur de f

2. On considére R* muni de son produit scalaire canonique. Soient X = , X = et H = Vect{X,Y}.

— = N
(S U S

Ecrire la matrice, dans la base canonique, de la projection orthogonale sur H.

Exercice 50 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication/||/Solution|

1. Trouver les solutions développables en séries entieres de 1’équation y” + zy’ +y = 1 telles que y(0) = 3'(0) =0

2. Deux joueurs font une séance de tirs aux buts. Le joueur 1 marque, a chacun de ses essais, avec une probabilité p; ;
le joueur 2 avec une probabilité ps. Le joueur 1 tire en premier, puis ils tirent chacun a leur tour jusqu’a ce que I'un
d’entre eux marque.

a) Quelle est la probabilité que le joueur 1 gagne?
b) Justifier que le jeu se termine presque surement.
¢) Déterminer une relation entre p; et ps de sorte que le jeu soit équitable

Exercice 51 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication)||/Solution
1. Soit A € M,,(R) non nulle, telle que A* +9A4 =0
a) Montrer que Sp(4) C {0, 3, —3i}




b) A est-elle diagonalisable dans M, (C)?
c) A est-elle diagonalisable dans M, (R)?
d)

)

e

On suppose n impair ; montrer que A n’est pas inversible.
Trouver les matrices symétriques solutions

2. Soit u, = / (1 - E) cos(z) dz. Etudier la convergence de la suite (u,).
0 n

Exercice 52 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indicationf|/Solution

. (5 3
1. SmtA—(l 3)

a) Diagonaliser A
b) Soit M € My(R) telle que M? + M = A
i. Montrer que Sp(M) C {1,-2,2, -3}
ii. Déterminer les matrices M telles que M2 + M = A

+oo —nz
e
2. Soit f(z) =Y
—1+(-1)"n

Déterminer le domaine de définition de f et montrer que f est continue

Exercice 53 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication)||/Solution

—+o0
1. Soit I'(x) :/ t" et dt
0

a) Déterminer le domaine de définition de I’

b) Donner le développement en série entiere de

-z
oo pre—t =
¢) Montrer que Vz > 0,/0 T dt =T(z+1) Z T
n=1

2. Soient M € M3(R) telle que M 2£0et M® =0, et f endomorphisme de R* canoniquement associé & M
a) Montrer qu'il existe a € R? tel que (a, f(a), f*(a)) soit une base de R?

) Quelle est la matrice de f dans cette base ?

) Mountrer que det(M + I3) =1

) Montrer que det(A + M) = det(A) pour A € M3(R) qui commute avec M

oo T

Exercice 54 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Indication)|/Solution)
2

1. Soit (E) I'équation différentielle sur R™ 22y’ —y = x
1 1
def:x»—)el/z<1—f+—2>
T

— 2 + 1. On note F la primitive sur R™* qui s’annule en 1

a) Déterminer les solutions de (E)
b) Trouver une solution polyndmiale de (F)
¢) En déduire F

2. Soit f € L(E), E espace euclidien, tel que ¥(z,y) € E?, (z|y) = 0 = (f(x)|f(y)) = 0. Soit (e;)1<i<n une base
orthonormale de FE

a) Montrer que ||f(e;)|| est constante
b) Montrer qu'il existe k € R™ tel que Vx € E, || f(z)|| = k=]



Indications

Exercice 1 1. a) sin(z—t)=...
b) Montrer que T(f) est C*

2. b) Pour l’équivalent en 0, poser u = x4
Exercice 2 |[sujet/|| 2. b) Trouver une base de W.

Exercice 3 [[sujet] 1. c) Ecrire P sous forme factorisée et identifier ses coefficients en fonction de o et .
d) s et t sont solutions d’un polynéme du second degré.

Exercice 4 [[sujet]] 2. Commercer par prouver u([0,1]) C [~1,1] et étudier 2 — 2 — 22 sur [—1,1].

Exercice 5 [[sujet] 2. Choisir aléatoirement deux points parmi les points dont les affixes sont les racines N®™¢ de
Punité (donc régulierement répartis).

Exercice 6 [[sujet]

. . _(R@©O) 0 )
Exercice 7 1. b) Calculer ¢(M) avec M = ( 0 I,

» = pp—1)
2. Vérifier que Z fk) > —
k=n+1

Exercice 8 1. b) Calculer ||A|*> pour la norme euclidienne canonique sur M,, (R)
Exercice 9 2. Dériver la relation vérifiée par f
Exercice 10
Exercice 11 2. Calculer ¢p(E; ;)
Exercice 12 3. Considérer In(I,4+1) — In(1,,)

Exercice 13 [[sujet] 2. a) Etudier ¢ :t+— ||®(t)]?
b) Dans R?® un cercle est Iintersection d’un plan et d’une sphere. Commencer par justifier qu'il existe Xo # 0 tel
que AXy = 0.

Exercice 14 |[sujet/| 3. Résoudre I’éq diff
4. Commencer par placer les racines de P’ par rapport aux racines de P en utilisant le th de Rolle.

Exercice 15 [/sujet 3. Calculer ((p + q)(z)|x) et utiliser des bon de vecteurs propres de p ou de q.
Exercice 16 |/sujet

Exercice 17 |[suje 3. Utiliser le TCD appliqué aux sommes partielles de la série (géométrique)
Exercice 18 |/suje

Exercice 19 |/sujet

Exercice 20 |/sujet

Exercice 21 |/sujet 3. Utiliser la fonction génératrice.

Exercice 22 |/suje

Exercice 23 |/suje

Exercice 24 |/sujet

Exercice 25 |/sujet 1. d) Utiliser la base ((X — bk ) pen Plutdt que la base canonique
Exercice 26 |/suje

Exercice 27 |/suje 1. d) Etudier la CVN puis la valeur de f, dans les cas ot il n’y a pas la CVN.

1 ~N O A AN AR AN A A=
= [ M S ) B M [ M B e S M S ) B M Y B Y B N e N B A

Exercice 28 |/sujet



Exercice 29

Exercice 30

Exercice 31

Exercice 32

Exercice 33

Exercice 34

Exercice 35

Exercice 36

Exercice 37

Exercice 38

Exercice 39

Exercice 40

Exercice 41

Exercice 42

Exercice 43

Exercice 44

Exercice 45

Exercice 46

Exercice 47

Exercice 48

Exercice 49

Exercice 50

Exercice 51

Exercice 52

Exercice 53

Exercice 54
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suje

2.

c) distinguer les cas 0 € Sp(A) et 0 ¢ Sp(A).

¢) Vérifier que C est orthogonale et que les 2 espaces sont orthogonaux

c¢) Calculer lim I,, sous forme d’une intégrale pour commencer

b) Faire apparaitre A~ B et son polynéme caractéristique

b) iii. Ecrire A= CCT avec C un vecteur colonne

¢) Montrer la CVU sur R™.

2. Pour la continuité en 0, examiner f(x) — f(0).

2.

d) Vérifier que A~'M est nilpotente.



Solutions

Exercice 1 1. a) T est linéaire et T'(f)(x) = sin(x) /7r cos(t) f(t) dt — cos(x) /Tr sin(t) f(t) dt donc T'(f) est
0 0

b)

C* sur R
On vérifie T(f)" +T(f) = 0. Si T(f) = 0 alors T(f)"” = =T(f) = 0 donc f(x) = ax + b et on vérifie que f

1
ne vérifie T(f) =0 que si a = b = 0 donc 0 ¢ Sp(T). Si T(f) = Af avec A € R* alors f = XT(f) donc f
est C* puis on a T(f)” = Af" et T(f)" = =T(f) = —Af donc f est solution de A\f"” = —Af, ce qui donne
"+ f=0donc f(x) = acos(x) + bsin(z). On vérifie alors T(f)(z) = g(a sin(x) + beos(x)) donc T(f) = Af

si et seulement si a = b avec A = % On donc Sp(T) = {g} et Er/o(f) = Vect{sin 4+ cos}
Si on note a = / cos(t)f(t)dt et b= / sin(t) f(t)dt, on a T(f) = asin+bcos donc T?(f) = g(a cos +bsin)
0 0

2%k 2k+1
puis T2%(f) = (g) (acos +bsin) et T*T1(f) = (f) (asin+bcos). On a donc S = ch (g) (acos+bsin)+

sh (g) (asin +b cos) i
?

1
Six € [a,b] C R™ alors |f(z,1)] < pra intégrable sur le segment [0, 1]
a

1 1ot dt
En +o00, le TCDPC s’applique avec | f(x,t)| < oA siz > 1donc lim I(z)=0.Puisl(z)=— /
0

4 T—+00 T 1+ r—otd
1
1

donc z“I(x) —— dt =1 par TCDPC avec | ———— | <

z—=+o0 [ 1+ x—ott

—a/4
I w=z—e/ty 17 /1d
En 0, on trouve directement un équivalent : I(x) = — /  —— = ' — T2 done
x® Jo 14zt x® Jo 1+ ut
po/4 +00 +oo
d d 1 d

x3a/4l(x):/ u4 / u4>OetI(33)~ / “

0 1+ut zm0+t Jy 14w ot x3e/4 fo 14wt

1+v5\" (1-v5\"
Exercice 2 [/sujet| 1. a) F, = ( +2\[> - ( 2\[>

1 1 Vb —1

S(x) = — pour |z| < ————
17(14—2\/5):8 17(1—5/5)% 2
5—-1

R= \[2 par somme (avec Ry # Rz)

si (f|f) = 0alors f(t)* + f'(t)* = 0 sur [0,1] car f? + (f')? est continue et positive donc f% = 0; le reste est
facile
On a W = Vect{f1, fa} avec f1 : x — e et f,, : 2 — e doncsi f € FE, on écrit f = af; + Bfz + g avec

ef(1) — £(0) ’lf( ) — f(0)

g € V donc a = 21 et 8= =

E=VoW.
SifeVetgeW alors (flg) ! /fg+ 7o, /fg” /fg /fg*O

puis g = f — aft — Bf2 (puis synthese ok); on a donc

1 P(z)

1
Exercice 3 |/sujet/| 1. a) P (7) = —;~ donc si 2 est racine alors z #0car P(0O)=1et P <7) =0
z z z

b)
)

P(1)<0et EmP = 400 donc P s’annule sur |1, 400 (par continuité)

s+t est la somme des 4 racines complexes de P donc, au signe prés, le coeff de X3, ie s+t = 8. Puis si on identifie

1 1
le coeff de X? dans les 2 écritures de P = X* —8X? +12X? - 8X +1 = (X — ) (X - a) (X-0) (X - f),

B
0nal2—f—|— aff + — —|—5—1—6+—d0ntondedu1tst—12—2—10
B B ap
_12
t—2=w>0puissettsontlesracinesdeX2—8X+1Odonct:4+\/6ets:4—\/6€]0,2[
(B—1)

Comme s — 2 = >0si8>0,et s<0si8<0,ets€]0,2], 8 ne peut pas étre réel. On en déduit,

B

. — | 1
car P est réel, que la 4°™° racine de P est en fait S donc 3 =B ce qui donne |B> =B x = =1

B



N\ ki1 \n—k
2. a) P(N=n,M=k)=P(M=kN =n)P(N=n)et P(M =FkN=n)= <k)p (1-p) stk o,
0 sinon

a

+oo n,— k
en déduit P(M = k) = Z (Z)pk(l ,p)nfk% = e*w% donc M ~ P(ap) et E(M) = ap
~ ! !

b) On trouve de méme que N — M ~ H(a(l — p)) puis PIM = i,N - M = j) = P(M =i,N =i+j) =
(th>pi(1 —p)! = P(M =4)P(N — M = j) donc indép

Exercice 4 1. a) cours
b) ¢4 est bien une forme linéaire et par linéarité de Tr, on a ¢paa4+ss(M) = ada(M) + Bop(M)
¢) det(C) = (—1)"* et Tr(J,C) =0
d) Si H est un hyperplan de M,,(R), il existe une forme linaire ¢ # 0 telle que H = ker(¢) puis il existe A (unique)
telle que ¢ = ¢4 donc H = {M € M, (R),Tr(AM) = 0}. Si rg(A4) = r, il existe P,Q € GL,(R) telles que
A = PJ.Q7" (cf ex fait en cours) donc, avec M = QCP~, on a Tr(AM) = Tr(PJ.CP™') = Tr(J,.C) = 0
donc M € H et H est inversible (produit de matrices inversibles)

1
2. on a |u(t)| = |Ju(t) — u(0)] < |t| < 1 donc u(t) € [-1,t] C [-1,1] puis, z — x — 2% est croissante sur {71, 5} et

1 1 L ogt
.Onendéduit/ (u—u?) g/ (t—t2)dt+/ — =
2 0 0 1 4

2

1 t—t* sit<
décroissante sur {f, 1} donc u(t)—u(t)* < 1
2 7 sit>

N | =

! 5 ! 5
7onaueEet/(ufuZ):—doncmax/ (u—u?) = —
0 0

t
s to=o7 Siut)=9¢ 4 24 u€E 24
2

DO O | =

Exercice 5 1. a) Si P = Zkak et Q = quXk (avec n > deg(P) et n > deg(Q)) alors (P|Q) =
k=0 k=0

Zpqu donc unicité si existence et (P|Q) = Zpqu définit bien un produit scalaire sur R[X]
k=0 k=0
d
b) si P = Zkak € F* alors (P|1) =0 car 1 € F et (P|1) = po donc pg = 0. De méme, Qj = (2971 — 1) X* —
k=0
(2F — )X € F donc (P|Qg) = O et, si k < d, on a (P|Qg) = (2! — 1)p;, donc p, = 0 et P = 0. On en
déduit F*+ = {0}. Puis F @ F* = F # R[X]
¢) Comme F@F* # R[X], on ne peut pas introduire de projection orthogonale sur F et on doit utiliser d(X, F) =

AE%HX — P|| seulement. Si Q, = X — o1 alors @, € F donc d(X,F) < [|[X —Qy] =

donc d(X,F)=0 -
on en déduirait X € F mais pourtant X ¢ F car F # F, ie F n’est pas fermé
2. On suppose le cercle centré en O et les points Py, 0 < k < N — 1, du cercle de rayon R d’affixes Re?*#™/N
(réguliérement répartis sur le cercle). On choisit au hasard deux points distincts et on calcule la distance moyenne (ou

e
2 — 1 n—+oo

Pespérance de la distance entre ces deux points). La probabilité de choisir un couple de points distincts est

N(N -1)
R 2R N-1k—1
donc la distance moyenne DN = m ZPJPk = m Z Z ‘62Zkﬂ—/N — eQUﬂ—/N’. On calcule ensuite
J#k k=1 j=0
(k — 5) k—1 k-1 gin k. gip DT
'62“”/1\/ — 62“”/1\/’ = 2sin w7 puis Z ‘62“”/1\/ — eZij”/N‘ = 2Im Zei(k_j)”/N =2— 2N 2N = 2N
N ; ; sin 5%
7=0 7=0 2N
T (2k+1)m N—1
COS 55 — COS 2R 1 2k +1
N Sin 2N__ et enfin Dy = Nsin g% X N1 l(N -1 COS% — Z COS% . Enfin, on termine
k=1
N-1 N-1
2k +1 2k +1 4
par ]; cosg( 2;[ )T S — —COS% donc (Nfl)cos%— Zl cos ( ;;V )™ N (N—1) et NETOODN = -

Exercice 6 [[sujet] 1. a) On écrit M = I3 + N et on vérifie N® = 0 donc, comme N et I3 commutent, M™

-1
I3+’I’LN+%)N2 pour n = 2

b) On vérifie (I3, N, N?) libre donc base de K[M]



¢) Si AM = MA alors AM™ = M™A pour tout n donc AN = NA et AN? = N2. On vérifie que si AN? = N?A

a b ¢
alors A= | 0 e f | puis une telle matrice vérifie aussi AN = N A si et seulement si a = e et b = f donc
0 0 a

—b
A=al3 +bN + C?N27 ce qui veut dire que A € Vect{M",n € N} (récip évidente)

1
In(1 + xt) . 1 Jdg t t.
2. a) on pose f(z) :/0 Wdt et on vérifie f € C*([0,1]) car %(x,t) = ) < 5o inté-
1 1
t 1 —x t+x In(1+ x)
bl 0,1].Onad "(z) = dt = < )dt:—i
grable sur [0,1]. On a donc f'(z) /0 ) 1—|—x2/0 1—|—xt+1—|—t2 1122 +
In2
5 (11 ERT . 7} Comme £(0) =0, on en déduit e résultat
In2
b) AV(%(:le,ona.T:7T;1

Exercice 7 1. a) ¢(M,) = M|z|? donc (M, (R)) =R :si a € R, prendre A = ﬁ
T

MeO,(R) .

b) Par C-Sch, |¢(M)| < [|MX]| x [|X| =" | X|* donc ¢(O€()R) C [=IXI% IX12]. Silol € [=NX12, 11X,

R(6 0

X
on choisit une bon de R" de sorte que e; = —— et M = ( € On(R); on a alors X = ||z|le; puis

| X ] 0 In_2
MX = ||X|(cos(f)e1 + sin(f)ez) donc ¢p(M) = || X||? cosd. 1l suffit alors de prendre 6 tel que cosd = H;”Z
pour avoir ¢(M) = . On a donc ¢(0,(R)) = [ | X2, | X %]
2n 2n
. L = Gy UASAZAS S >
2. Sila série CV, on a Z 12 Son—5Sn m 0 mais ici, Z 2 Z 12 Z nf(k) > 52 =
k=n+1 k=n+1 k=n+1
1 = pp+1)
3 donc la série DV. On a bien Z f(k) > —=——= car les entiers f(n+1),..., f(n + p) sont p entiers distincts
k=n-+1
donc au moins égaux a 0,...,p—1

Exercice 8 [[sujet/|| 1. a) symétrique réelle

. AAT=AT A T . . T
b) si AP = 0 alors B? = AP(A*)P = 0 donc Sp(B) = {0} (non vide car DZ) puis B = POP* = 0 et
| All* = Tr(B) = 0 donc A =0
2. a) fi(x) =na""! 4sin(z) > 0sur]0,1] puis f,(0) = =1 <0 et fr(1) >0
1
b)  furi(an) = at—a < 0; (a,) est croissante et bornée donc CV vers £ €]0, 1] ; a,, = exp <f cos(an)> P 1
n n— o0
donc £ =1

¢) In(cos(ay)) R In(cos ) < 0 donc a,, = exp <% lncos(an)> = exp <%(ln(cos 1)+ o(l))) =1+

( 1 )

ol =

n

Exercice 9 [/sujet/]| 1. Facile

2. a) Vérification de f,, € W), facile (les 2 intégrales sont nulles) puis f,, est un vecteur propre de f — f” avec la valeur

| 1
n(cos 1) .
n

2
2nm , . N . .

propre I donc c’est une famille de vecteurs propre associé a des valeurs propres 2 a 2 distinctes donc

une famille libre (sinon prendre une combinaison linéaire finie, dériver deux fois et raisonner par récurrence, cf

preuve de la prop précédemment évoquée). On en déduit que W, n’est pas de dimension finie.

b) En dérivant par rapport a z, on trouve f(z+2h)— f(x+h) = 2(f(z+h)— f(z)) donc inclusion ok. Si f = u+wv
(analyse) alors T}, (f) = u+ 2v donc v = T, (f) — f et u =2f — T}, (f) (unique) et synthese ok

¢) wu et vsont continues (car f et Ty (f) le sont), et u est h-périodique donc bornée donc v est bornée. Si v(zg) # 0
alors v(xg + nh) = 2"v(xg) n’est pas bornée donc v = 0 et f = u est h-périodique.

z+2h h x+h h
3. Si f est h-périodique alors / ft)dt = / f(t)dt et / ft)dt = / f(t)dt donc f € W, si et seulement
0 T 0

x+h
h

si / f(t)dt = 0 (valeur moyenne nulle) donc W}, est ’ensemble des fct h-périodiques dont la valeur moyenne est
0

nulle.

Exercice 10 [[sujet] 1. X* —1 est SARS donc DZ et Sp(M) = {\1, \a} avec A¥ =1 donc |\;| = 1 donc | Tr(M)| =
A1+ A2] <2



2. On a Sp(M) C {£1} donc soit Sp(M) = {1} et M = I (car DZ) donc d = 1, soit Sp(M) = {—1} et M = —I5 donc
d =2, soit Sp(M) = {—1,1} puis Xpy = X* — 1 et M* = I, donc d = 2 (car M # I,)

3. On a Sp(M) = {\, A} car M est réelle avec |\| = 1 donc det(M) = A\ = 1 et Xy = X? — X Tr(M) + 1. De plus
Tr(M) € ZN[~2,2] et Tr(M) # 42 car sinon on aurait Xp; = (X 4+ 1)? donc A € R. On a donc Tr(M) € {—1,0,1}

4. Si Xy = X2 +1 alors M est semblable & D = (8 —Oz> donc M* = Iy et M* # I, pour k € {1,2,3} donc d = 4

Si Xy = X2+ X +1 alors M est semblable & D = ((J) ]02) done M2 =1, et M* £ I, pour k € {1,2} donc d =3

Si Xy = X? — X 4 1 alors M est semblable & D = (_Oj _(;.2) donc MS = I et M* # I, pour k €[1,5] donc
d=6

Pour finir, on est soit dans le cas de la question 2, soit dans le cas se la question 3 car M est réelle donc ne peut
pas avoir une seule racine complexe non réelle.

Exercice 11 1. endomorphisme facile. ker(¢4) # {0} car ¢4(I,) =0. Ona A = PDP~! avec D diagonale &
coeff diagonaux 2 & 2 distincts puis M € ker(¢4) si et seulement si AM = MA < D(P~'MP) = (P"'MP)D et
on vérifie alors que P~ M P est diagonale (fait plusieurs fois en cours) donc M P~1MP est un isomorphisme de
ker(¢4) sur Pensemble des matrices diagonales et dim(ker(¢4)) = n donc rg(da) =n? —n

2. On vérifie ®(aA+SB)(M) = (0¢A+BB)M —M(aA+8B) = a(AM —MA)+5(BM —MB) = (a®(A)+5P(B))(M)
donc ® est linéaire. De plus B € ker(®) si et seulement si BM = MB pour tout M € M,(R); on a donc
BE, ; = E; ;B pour tout i,j €[1,n] ce qui donne B = AI,, donc ker(®) = Vect{I,,}

k
3. Vérifier, par récurrence ng A Z( > MAF—?
=0
Exercice 12 1. u — U, = ! —|—ln<1— ! ) < 0 par concavité de In; v — v, = L
] . n+1 n—n+1 n+1 X p ) n+1 n—n+1
1 1
In ( ) >0etu, —v,=In (1 + 7) —— 0 donc uy,) et (v,) sont adjacentes
n -+ 1 n n——+oo
2. f ti R et fu(t) S 1 L donc I, existe. Puis I I /+oot>< r we 1,
. fn esr continue sur et fn m — donc I, existe. Puis I,41 — I, = — ——dt =
—+oo 13 * i 0 (1 + 3+t 3n
1 1
3. Onaln(l,41) —In(l,) = ~3, +0 ( ) donc Z <ln (In41) —In(Z,) + 3—) est ACV et, par télescopage, In(I,,) —
n

1 1
In(l;) = —3Hn +K+o0(1) = —3 In(n) + K + v+ o(1) ; en composant par exp, on trouve ’équivalent souhaité.

a(t) a'(t) = y(t)
Exercice 13 1. a) On pose X(t) = | y(t) |. X est solution si et seulement si { ¥'(t) = —=z(t) donc
2(t) Z(t)=0
2" (t) = —x(t) acost+ bsint cost —sint
y'(t) = —x(t) donc X(t) = | asint —bcost | (récip ok) donc 'unique solution est X (t) = <sint + cost
2Z(t)=0 c 1

2. a) On pose ¢(t) = |[|®(1)]|* = (B(t)|®(t)); ¢ est dérivable sur R et ¢/ (t) = 2(D(1)|®'(t)) = 2(D(t)|A(t)D(t)) = 0
car pour A = —AT et X € R on a (X]|AX) = XT(AX) = - XTATX = ~(AX)TX = —(AX|X) donc
(AX|X) = 0. On en déduit que ¢ est constante

b) On a det(A) = det(A”) = (—1)*det(A) donc det(A) = 0 et il existe Xy € ker(A) \ {0}. On pose alors
Y(t) = (Xo|®(t)) ; 1 est dérivable sur R et o' (t) = (Xo|®'(t)) = (Xo|A¢(t)) = 0 car, pour X € R3 (Xy|AX) =
XFAX = —XATX = —(AXo)TX = 0. On en déduit que ® est sur une sphére (car | ®|| est constante) et
dans un plan (affine, orthogonal & Xg) donc sur un cercle.

Xk

Exercice 14 1. B= ( 7 ) et Matp(u ZEZ i1
0<k<n
2. Sp(u) = {0} donc u — id est bijectif
* 1
3. Les solutions de y—y’ = @ sont y(z) = €” (a - / e Q) dt> ce”tQ(t) dt e (—2> donc si o # / e Q) t,
0 — 00
+oo
y(x) ~ Ce” donc n’est pas polynémiale. On en déduit P(z) = e””/ e 'Q)dt > 0si Q=0

r——+o0

4. Sideg(P) =d > 1alors deg(Q) = d. Onnote ay < -+ < . lesracines de P d’ordres ny, ..., n,;onani+---+n, = d.
«; est racine de P’ d’ordre n; — 1 donc racine de @ d’ordre > n; —1; on a donc au moins (ng — 1) +---+ (n, — 1) =



d — r racines de P’ et de Q. Sur Jay, a;y1[, par le th de Rolle, P’ s’annule au moins une fois en 3;. On a donc
> (n—r)+(r—1) =d—1 racines de P’ donc on les a toutes et 3; est racine simple de P’. P’ change donc de signe
P
en f3;; de plus hm = 0 donc Q@ ~ —P' et @ aussi change de signe sur Ja;,a;11[. On a donc > (d — 1) racines
a;
supplémentaires de Q donc > (d —7) + (r — 1) = d — 1 racines. Supposons P > 0 sur [a,., +oo[; on a aussi P’ > 0
sur cet intervalle (car les racines de P’ sont < «;, aussi et P ne peut pas étre décroissant sur cet intervalle). On a
donc Q ~ —P’ <0et Q ~ P > 0 donc @ s’annule une fois de plus sur |a,.,+00[. On a donc > (d—1)+1=4d

racines de Q@ donc Q est blen scindé sur R.
1

Exercice 15 1. p autoadjoint fait en cours; E = ker(p) ® Im(p) donc si z = x¢ + x; alors ||z Pyth |lzol|* +
lz11? = [lz1[* et [lp(x)* = [|lz1]* donc [lp(z)|] < ||

2. p+ q est autoadjoint donc th spectral

3. On a (p(x)|z) = [|z1]|* € [0, ||z[|*] donc 0 < (p(x) + q(z)|x) < 2||z||* et si (p + ¢)(x) = Az avec ¢ # 0 alors
0 < Mjz||> < 2||z||* donc X € [0,2]. De plus si (p + ¢)(x) = 0 alors (p(x)|x) + (¢(x)|x) = 0; comme (p(x)|z) > 0 et
(q(z)]z) = 0, on a (p(z)|z) = (¢(z)]z) = 0. Avec (p(z)|z) = |lz1]|?, on en déduit (p(x)|zr) = 0 < z € ker(p). On a
donc Eo(p+ q) C Eo(p) N Eo(q) et la récip est évidente. On prouve de méme Es(p + q) = E1(p) N E2(q)

Exercice 16 1. (Vy, Ry) est un SCE donc P(Vy41) = P(Vo41| Vo) P(Vo) +P(Vog1|Rn) P(Ry) = (1—q)vn+pra,

N _ _ _(1—g¢q p>
de méme 7,11 = qu, + (1 p)rnetA—< . 1= p

1 1 —
2.B:—(p p) etCzi(q p).OnvériﬁeBQZB,CQ:CetBCzCB:Odonc(binéme)
p+q\qg ¢ p+q \— p
AN =B (1-p—q)"C" = B+ (1-p-g)C

3. Par continuité de M — M X, pour X, € R? fixé (car linéaire sur Ms(R), de dimension finie), on a lim (r") =

n—-+oo \Up

p —pl'
—— = =limuw,
p+q q

{ lim (B+(1—p—q)"C)

n—-+o0o

ro):B<r0>car—1<l— —qg < 1donclimr :Lr—kv =
(vo " p—q n erq(o 0)

+oo i
Exercice 17 [[sujet] 1. (sin(pz)) est bornée donc R > 1 puis, si [t| < 1, S,(t) = Im (Z tpleim> = Im( - ) =

1 —te
p=1
sin x
1—2tcosx + t2
1 1 t=1
1 dt t —cosx
2. |cosz| < 1 donc S, est continue sur [0, 7] et / Se(t)dt = — / 5 = {arctan (7) =
0 smz Jo 1+ (Hﬂ) sin x =0
sin T
2sin? x/2 cosx T sin(r/2—z) w-—=x
arctan ——— — + arctan —— = — + arctan =
2sinx/2cosx/2 sinz 2 cos(m/2 — x) 2
sin(px) L . , . PN , .
3. On remarque = tP7 " sin(px) dt mais le TITT ne s’applique pas (car la série a trouver n’est en fait
0
pas ACV) donc on applique le TCD & la suite des sommes partielles de S, : on pose T, ( th Lsin(pz),

n

1 . n
B sin(px) L _ . _ p—1 ipz || _
on a /0 7,0t = 3 puis lim T,() = S,(0) s ¢ € 01 et [T,(0)] = |l <§ et )| =

p=1 p=1

(] — reivy 141t
’Im (e(_g)) < + qui est intégrable sur [0,1] car continue sur ce segment. On déduit
1 —tet® Vi1 —2tcos:1:+t2
de tout cela sm / S (t)dt =
p= 1

. i = 2p + 2 |x‘ e(2p+2)|z| o (el
Exercice 18 [[sujet/| 1. pour p € Net z € R, T§|un7p| 2p—|—1 I Z (2p+ o =e TS

Avec le DSE de sh, on en déduit la CV de Z Z |tin,p| donc la famllle est sommable par Fubini.

p=0n=0
- ~ = n, Fubini = p €(2p+2)$
La série CV (absolument) pour tout 2 € R donc R = +00. Le méme calcul donne HZ:O anz” = pz:;)(—l) TR =
= Cakan

e’ Z(—l) TES = " sin(e”)



2.7

3.7
t
Exercice 19 [[sujet] 1. |g(z,t)] < e " donc t + g(x,t) est intégrable sur R* puis (x,t)‘ = T t)Qe_t <
x

2|x|t3

—t 1 629 —t 3 —t 1 :
te t_iooo - a—(xt) —We < 2at’e " =o0 7 si x € [—a,al

2. R™ (et R7) est stable par f donc si ug > 0 alors u,, > 0, puis arctan(zt) < xt si ot > 0 (car arctan est concave sur

—+o0
R™) donc f(z) < / wte”'dt = 2T'(2) = = donc (u,) décroit, est minorée par 0 donc CV vers £ € RT tel que
0

+oo
f(€) =¥ (car f est continue); enfin, f(x) —x = / (arctan(xt) — zt)e ' dt < 0si z # 0 donc £ = 0
0

+
2V2

2
Exercice 20 [[sujet] 1. [2v/2cos(t)]? +2[2sin(t)]*> =8 et si (z,y) € E, on a z%

X
un argument du complexe ——= + iZ

2v/2 2

2. a) f est continue sur A fermé borné non vide dans R? qui est de dimension finie

= 1 donc il suffit de prendre

o
b) fest C' sur A qui est un ouvert de R?, espace de dimension finie, donc si f admet un extremum en (z, y) alors
o
(x,y) est un point critique de f. On vérifie que (0,0) est le seul point critique dans A; f(0,0) =1 < f(z,y)
o
donc le minimum de f sur A est 1 = f(0,0)

¢) On a toujours f > 1 sur A donc mlnf £(0,0) = 1. Par contre M = maxf est atteint en un point du bord

de A donc en un point (z,y) = ¢(t). On étudie donc g(t) = = /54 4cos?t+8cos’t qui est maximale
ent =0 donc M = f(2v/2,0) = 11.

Exercice 21 |[sujet| 1. P(T, =1) = : il faut tirer n — 1 fois la méme boule que la premiére. P(T,, = 2) =

Nn—1
N 2\" L\" o . . : : N
5 ~) = 2 N : on choisit 2 boules parmi les N et on tire n fois 'une des 2, et on retire les 2 cas ou
N\ n! . N
on ne tirerait qu’une seule des 2 boules choisies. Enfin, sin < N, P(T,, =n) = e on choisit les n boules a
n

tirer puis on les ordonne de fagon & les tirer chacune une seule fois; P(T,, = n) = 0 par contre si n > N.

2. (Th41 = k + 1) est réalisé si (T,, = k + 1) était déja réalisé et si on retire au rang n + 1 une des k + 1 boules déja
tirées ou si (T,, = k) était réalisé et si on a tire au rang n 4+ 1 une des N — k boules qui n’avaient pas encore été

tirées. On en déduit P(Tpyy = k + 1) = k; LP(T, = k1) + (T, = k).
N N 1 N
3. Guya(t) = > P(Tnpr = k)t ZP = kt" + > P(T, = k—1)t" — NZ(I@ —~V)P(T, = k — 1)tk =
k=1 k=1 k=1
tGn(t) + t(1]\7 t)G;(t). On en déduit, avec G, (1) = 1 et E(T,)G. (1), E(Ty41) = (1 - %) E(T,) + 1, suite

1 n—1
arithmético-géom et E(T,) = N — (N —1) (1 - N)

Exercice 22 1. a) cours
_ (P(4) BP’(A))
b) P(M) = ( 0 P(A)
¢) Soit P annulateur de A SARS, alors P(M) = 0 donc M est DZ

d) Cours
d
e) Soit P SARS tel que P(M) =0;0ona P(A) =0 donc A est DZ, on a aussi BP'(A) =0 et, si P’ = H(X — ;)

i=1
d

alors det(P'(A)) = H(*l)nXA(M) # 0 car les racines de P sont simples et Sp(A4) C Z(P) donc les p; ne sont
i=1
pas valeurs propres de A; BP'(A) = 0 donne donc B = 0.

2. a) Cours

1 T 1 T 1
b) mnln |1+ - nr =g + 3 +0 o donc u (—1)" " sin 3 +0 n2 (-1) " +0 e
et la série CV (mais pas ACV)



Exercice 23 |[sujet/| 1. a) Cours

t t\" ! e
t:——t<1——) d "] < =
ga(t) = ——e one g, (1)] <
et
|gn () — gn(0)] < It —OIf car |g,| < g sur [0, ]
0

x 1 1

|, (x) — x| = — 1dt‘ lgn(t) — 1| dt < / te' dt < f/ te' dt (indép de z) donc (I,,) CVU
0 0 n Jo

vers zd[o 1] sur

Facile

w*(M) = au(M) + b(aM” + bM) = au(M) + b*M + a(u(M) — aM) = 2au(M) — (a®> — b¥*)M et P =
X2 —2aX + (a®> = b*) = (X —a—b)(X —a+b) annule u

Sib#0, Pest SARS donc u est DZ et si b = 0 alors VM, u(M) = aM donc u = aid est DZ aussi

Exercice 24 |/sujet/|| 1. a) réc

b)

a 1
An+t2 — Apt1 = —"_ > 0 donc (an) est croissante. On en déduit a, > 1 et ania — any1 = —— donc
n+2 n+2
Z(an-i-Q - an+1) DV
1
an+2:1+a7ndonc1§an+2<1+ puislima"+2=1etR:1
an+1 (n+ 2)an+1 (nt1 n+2 Unt1
xS (z Z na,r" = a1r+ Z(n+2)an+2m"+2 =+ Z[(n+2)an+1 +anlz"? =+ Z(n+ Dan 12"+
n>0 n>0 n>0 n=0

Z A2+ Z anx™? =z + 228" (x) + 2(S(x) — ag) + 2%S(x) = 225" (z) + z(x +1)S(z) d’ott le résultat
n>=0 n=0
pour x # 0 et en x = 0 par continuité en 0

1 2 -z
T =1+ —— donc S(z) = €
r—1

car S(0) =ap =1

x—1 (x—1)2
e’ = Z(fl)”ﬁ et o Z(n + 1)z"™ donc, par produit de Cauchy, a,, = i(fl)”*’C il
= 2 o (.L“ — 1)2 = = , par p Y, n = 2 (’I’L — ki)'

Si X € R?" alors AX = C1 X + X5 X € Im(Cy) + Im(Cs)
De méme, 1g(C1) = 1g(CT) =g (A} A7) <rg(A7) +1g(A3) = rg(Ar) + rg(As)
A; et Ay sont inversibles donc, matrice triangulaire par blocs, det(A) = det(A4;)det(A4) # 0 puis on trouve
41— (A;l —A;lAzAgl)
0 At

Exercice 25 1. a) Facile

b)
c)

d)

®(P)(b) = ®(P)'(b) = ®"(b) = 0 puis @) (b) = P"(b) #0 si P = X? donc k = 3
Si ®(P)=0etsi P=agX%+... est de degré d > 1 (donc ag # 0) alors le coefficient de X? dans ®(P) est
dag — 2aq donc d = 2; on a ensuite ®(aX? + X + ) = 0 donc ker(®) = Ry[X]

On a vu que Im(®) C (X — b)°R[X] et si Q = qu(X —b)* € (X — b)®R[X], on cherche P = ipk(X —b)*

k=0
de sorte que ®(P) = Q. On vérifie ¢(P) = Z(k — 2)pr(X — b)* donc il suffit de prendre p, = quikk pour
k=3
k>3 (et po = p1 = po = 0 par ex) donc Im(®) = (X — b)*R[X]

Cours
On commence, avec f(t) = g(Int), par justifier que f est deux fois dérivable sur R™* si et seulement si g est
deux fois dérivable sur R puis 2 £ (t) + 3tf'(t) + f(t) = ¢""(Int) + 2¢'(Int) + g(In t) donc f est solution de (E)
sur R™ si et seulement si g est solution sur R de g”(z) + 2¢'(z) + g(x) = 2 ch(z).
(Int)?

2t

vooa? 1 t
On trouve g(z) = e “(az + 8) + ez + %e"” donc f(¢) = (a Int+ f) —i— +

Exercice 26 |[sujet| 1. a) f, est continue sur [0, z]

par TCD : (f,) CVS sur |0, z] vers 0 et |f,| < 1 intégrable sur [0, z] donc hm I,(x) :/ 0dt=0
0

n—-+4o0o
1
fn est continue sur R donc I,, est C* et I, (z) = .
ch" x
fn est intégrable sur RT, pour n > 1, car f,(t) ~ 2"e~"™. On en déduit, par croissance de I,,, ||I,[|co =
t—+oo

n—-+o00 cht

+oo 1
/ fn(t)dt ——— 0 par TCD avec |f,(t)| < = = f1(t) donc (I,) CVU vers 0 sur R*
0



c)

z ch?t —sh?t ® sht PP shx 1
Lio(a) = | ———dt =I,(z) = | shtx — dt = I, - L.(x
n+2(2) /0 ch"t?¢ n(®) /0 ch™ 2 ¢ (@) + (n+1)ch"*! n+1 n(@)

— arctan -+ —

x
™ 1 6
4 25

2 et In2 T 1

IL(In2) = /0 T2 dt = [— Zarctan(e_t)}o =2 (Z — arctan §> et I3(In2) =
In2 2

ch“t -1 1 6

I:/O Wdt:h(ln% I3(In2) = Z—arctani—%

Y(Q) C [2,+o0[NN et pour k > 2, (Y = k) si on tire le méme jeton qu’au premier tirage (proba 1/3) aux tirages
2,...,k—1 et un autre jeton (proba 2/3) au tirage k. Par indépendance des tirages, on a P(Y = k) =

2 3 5

Y—lN — EY :1 —_ = —

g(g) donc E(Y) —1-2 3
sik>h, PY =k Z=h)=PZ=~nlY =kPY =k)etsi (Y =k) est réalisé, on aura (Z = h) si et

seulement si on tire un des deux jetons tirés au cours des tirages k+1,...,h—1 (proba 2/3) et le dernier jeton

3k—23

2 h—k—1 1 2 h—k
(proba 1/3) au tirage k donc P(Z = h|Y = k) = (g) 3 pus PY =k, Z=h) = 3T (g)

2h—1_ 9 11
— 7 buis E(Z) =

h—1
pourh>3,onaP(Z:h):kZQP(Y:]@Z:h): o 5

Exercice 27 |[sujet/| 1. a) on pose g,(x) = sin®(z)cos™(x) géométrique de raison cos(z) donc Zgn ) ACV si

L
o

2oz e

|cosz| < 1 et sicos(z) = £1 alors f,(z) =0 donc D, =R

I

sin® z . E}O I}
fa(l“):{ 1—cosz 7 "2
0 sizx=0

fa(x) ~

™
z—0 p2-o 2

[« [a \“ a \¢ a \" a®/2e—e _
||gTLHOO_gn(a'rCtan Tl+1) - ( ’Il+1) <1+TL+1> (1+n+1> n—:\—;-ooWdonc CVN si et

seulement si a > 2. Pour a < 2 f,, n’est pas continue en 0 donc pas de CVU

donc f, intégrable sur ]O, ] si et seulement si o > 1

N z N jus
i up(a) =2 0et, si a > 1, Zun(a) = / Zsin"‘xcos”xdx < / fa(x)dz; SATP dont les sommes
0

n=0
artielles sont majorées done Y uy(a) CV. P 1, un(a) > un(1) cosnﬂxr d
rtielles sont majorées donc Y wu,(« our @ € 1, up(a) > uy(l) = |—-————| = —— donc
P ! n+1 1g n+1
Zun(a) DV
. u,(3) = /’2’ sinz(l — cos?z)cos" xdx = EET done, par CVN sur [0 z} /gf (x)dx =
Cn - 0 - n4+1 n+3 y P "9 o 3 -

=1 1 1 3

Z _ =14-=2

—\n+l n+3 2 2
P=X34+9X = X(X —3i)(X + 3i) annule A
P est SARS dans C

si A est DZ dans R alors a = QDQ ™! avec Q = 0 donc A = 0, absurde
A est réelle donc ms;(A) = m_3;(A) donc mo(A) =n — 2ms;(A) est impair, donc non nul et det(A) = 0.

Exercice 28 1. a) P(X<n)= ZP(X =k)=e? Z T et vérifier par IPP successives.

k=0
—+o0
P(X <n)=Fx(n) P 1 (par continuité croissante) donc / t"e "t dt ~ n!
oo

A
=Y P(X =k)et Gx(-1)= > (-1)*P(X =k)

k>0 k>0
P(X € 2N) = 5(Gx(1) + Gx (-1)) = 5(1 +¢7)

(XY € 2N) = (Y = 2) U (X € 2N) donc P(XY € 2N) = P(Y = 2) + P(X € 2N) — P(Y = 2)P(X € 2N) par
indépendance
X" annule A donc Spg(A4) = {0} (non vide) et X4 = X" est scindé donc TZ; A = Ey 2 € N n'est pas DZ
Si A € N est symétrique alors A est DZ et Sp(A4) = {0} donc A =0
A(m S,L(;R) = {0} donc dim(F) + dim(S,(R)) = dim(F & S,(R)) < n? donc dim(F) < n? — dim(S,(R)) =
n(n—1

2



Exercice 29 |[sujet/| 1. a) Récurrence. Comme a, > 1, on en déduit R > 1

b)

)

A n n
On pose b, = ) etona (n+2)byi2 = bpi1+by, done f/(x) = Z(TH— Dbpr1z™ = by + Z(n+2)bn+2x =

n=>0 n>0
b1 + Z(bn+1 + b)) = by + (f(x) — by) + xf(x) donc f est solution de 3/ (2) = (1 + z)y(x) avec y(0) = 1.
n=0
On en déduit f(x) = e /2 = T ¢ o7 /2
z" n 1 . Qp
flx) = Z — ] x Zanx avec (g, = Sl et aspe1 = 0. Par produit de Cauchy, on a o=

n>0 n>0

n
Z ( a oY puis on distingue les cas n pair/impair. (En fait on a R = +00)
n —k)!
k=0
AF AR

0 0 ) et on fait attention ensuite & B = I, (donc au

On vérifie par récurrence sur k > 1 que B¥ = <

terme constant dans P(B))

rg(B =rg(A)

Si A est DZ, on introduit Q = H (X — )) SARS et annulateur de A. On distingue ensuite si Q(0) = 0 (ie
AESP(A)

0 € Sp(A4)) ou non : si Q(0) = 0 alors @ annule B et est SARS donc B est DZ; si Q(0) # 0 alors P = XQ

reste SARS et annule B donc B est DZ aussi.

Si B est DZ alors il existe P SARS annulateur de B, donc de A et A est DZ.

Exercice 30 [[sujet/| 1. a) f, est continue sur le segment [0, 1]

b)

c)

1
1 donc lim I,, = 0 (ou TCD)

n -+

1
O<In</ t"dt =
0

1 ('n(1 In(1
On pose u = t" < t = u'/™ qui donne I,, = 7/ mul/” du puis TCD avec gy, (u) n(l+ ) et
n Jo U n—-+00 U
In(1 In(1 "In(1
|gn(u)| < In(1 +v) intégrable sur 0, 1] car lim In1 +u) = 1; on finit avec / In(1 +u) du#0
u u—0 u o u
In(1 =2 L 1 Ln(1
siu €]0,1], In(l +u) = Z( 1)’”r1 puls TITT avec/ [(C L — v du = — ; on en déduit / In(1 +v) du =
w n=1 0 n 0 u
+o0 n+1 too n+1 7r2
Z puis en séparant les termes pairs/impairs (sur la somme partielle!), Z 5
n=1 n=1
Par li de I’ E E(X De mé L Sn ) = ! Sn) = Ly
ar linéarité de lespérance, Z = ¢y. De méme, V ~Sn) = EV( ) = = ;pi(l —
p;) car les X; sont indép
; Ta=S : =S — < =L i(l —pi) < =
On applique B-T a nSn P <‘ nSn qn| > 5) oy P 0 car Z;p (1-=pi) z; 1 =n donc
1= 1=

> pi(l—pi)

i=1 . l)
n2e =0 (n

. . . 1 e . 1
limg, = p donc il existe ng tel que n > ny = |g, — p| < 55. Par inégalité triangulaire, |—S,, — p| <
n

1
>§681n>n0,

1 1 1 1 1
‘nSn — gn|+|gn—p| < ‘nS" —qn'+25 pour n > ng. Ainsi, si ’nS" —p‘ > e, 0na ’nS" —qn

1 1 1 1 1
e(— >fa)puisP(fSn—p >E)<P(75’n—qn>75)—>0
n 2 n n 2

n—-+oo

Sn—p’ >£) C (‘1Sn—qn
n

Exercice 31 |/sujet/| 1. Tout est fait en cours

2)
b)
)

v est injectif (si P € ker(p) alors deg(P) < n—1 et P a au moins n racines distinctes) et égalité des dimensions
cours : K[f] est commutatif (pour la composition)
i. cours
ii. dim(Ex(f)) = 1 car Xy est SARS puis Ex(f) = Vect{e} est une droite stable par g donc e est aussi un
vecteur propre de g
iii. une base de vp de f convient
iv. Matp(f) = diag(\;), Matg(g) = diag(u,), les A; sont 2 & 2 distincts donc on prend P = o~ (i1, . . ., iin)



d) On vient de prouver, par double inclusion C(f) = K[f] puis K[f] = Vect{id, f,..., f" '} par C-Ham : si
P € K[X] alors P = QX; + R avec deg(R) < n — 1 et P(f) = R(f) € Vect{id, f,...,f" '}; et pour

n—1 n—1
finir (id, f,..., f""1) est libre car si Zaifi = 0 alors P = ZaiXi annule f donc Sp(f) C Z(P) donc

=0 =0
deg(P) < n—1 et P posséde au moins n racines distinctes donc P = 0, ie ; = 0. Au final dim(C(f)) =n

2. a) hgnf:Oethmle

+oo 1
2
b) sit €]0,1[, f nz%nt" Int)? puis TITT avec / |fn()|dt = n/o t"(Int)? dt S ﬁ On a donc

S ()
3 2 3
— (n+1) —(n+1)? = (n+1)
Exercice 32 |/sujet/| 1. a) X ~ %B(n,p) puis cours
b) Z(Q2) =[0,n]

¢) (Z =0) est 'événement « avoir 2 échecs consécutifs » donc P(Z =0) =
(Z 1) Y X =1,y =0)U(X =0,Y =1) puis P(X =1,Y =0) =npg" ' x¢" L et P(X =0,Y =1) =
n—1
q" X npq

-k
d) P(Y:h|X:k):<nh )phq” F=h pour 0 < h < n — kk

e) relation facile puis P(Z = ] =j—klX =kPX < )p’ zJ: ( ) n=j=k — (n) [p(1 4+

‘ _ k=0 k=0
Q) (1 — ¢*)? donc Z ~ B(n,q¢?)
2. a) G = Vect{sin,cos}

1 ™
b) (sin]|cos) = / sin(t) cos(t) dt = 5/ sin(2t) dt = 0 donc (sin, cos) est une base orthogonale de G.
0 0

2 2
c¢) On vérifie | sin ||* = || cos ||* = z donc une bon de G est (\/78111, \/ = cos) et on en déduit, pour z € [0, 7],

TG /f sin(t) d¢ sin(z /f cos(t) dt cos(z /f )cos(x —t)dt

1+62\"
Exercice 33 |[sujet/| 1. a) (a,) tend vers 0 par TCD avec ( —; > <1
b) CSSA
142 v 1
c) i T>1t2doncan>/0 t2 dt:2n+1

ii. on en déduit R < 1 et comme Zanx” CVpourzx=—-1,ona R>1donc R=1.

nl n—1
142 ! 142
iii. On a a, 1P {t ( + ) } —/ txnt ( —; ) dt =1—-n(2a, —an—1) donc (2n+1)a, = 1+nap—1
0 0

2
. P . 1
iv. on en déduit (2 — z)f'(z) + (1 — 2)f(z) = T2
v. Remarques : les solutions de 1’équation homogeéne sont, sur |0,1[ ou ] — 1,0}, yo(z) = ﬁ donc
x|(2—x
les solutions sur ces intervalles sont y(z) = ﬁ + f(z) et la seule solution sur | — 1,1[ est f (si
z|(2—=
a # 0, pas de limite finie en 0.
. U 1+2\"
Si on souhaite déterminer la valeur de f(x), par TITT ou CVN de f, : ¢t ™ sur [0,1]

qui se calcule en décomposant en éléments

! In 2-atyr siz>0
V(2 —x) V2—x—/x

1
(O < 2™ et |z < 1), on a f(z) = / _2dt
°° ’ 0 2—(1+ &)

simples (selon le signe de ) ; tous calculs faits, on trouve f(x) =

2 —x
et f(x) = \/marctan\/ 55 Sz< 0.
2. a) Sizefonax=id(x)=f(z)+g(z) € Im(f)+ Im(g)
b) dim(F) = dim(Im(f) + Im(g)) < dim(Im(f)) 4+ dim(Im(g)) < dim(E) donc dim(FE) = rg(f) + rg(g)
¢) f=idof=[+gofdoncsizeB, [(z) - f2(z) = go f(x) € Im(f) N Tm(g) = {0} done /> = f(z) et

gog(f) =0;idem pour les autres égalités



3
Exercice 34 |[sujet/| 1. On note p= 0 et A =200

a)

Exercice 35 1.

b)

0
Q)

N
T O o

)
)
)
)

o

n

k1 _ . \n—k :

0 sik>n

I X /n & et A" h=n—k = PPA=p)" \inik
P(S:k):ZP(S:MX:n)P(X:n):Z ) p* (1 —p)" e - ZWE AT =
n=1 n=k ’ h=0 o

e*’\pO\kL')lC donc S ~ Z(A\p)

De méme, A ~ Z(A(1 —p))

PA=hS=k =P(X-S=hS=k) =P(S=kX=h+k) = (h+k>pk(1—p)he>‘w _ (A=
’ ’ ’ k (h+k)!

h)P(S = k) donc A et S sont indép

MM?" =1I,, donne A"B + BT A =21,

onaC+CT =21, et CCT =1, (C est aussi orthogonale) donc C?*+1, =20

si X eker(C—1I,)et Z=CY —-Y € Im(C — I,,) alors CX = X donc (X|Z) = (X|CY -Y) = (CX|CY) —

(XY)=0

(C —I,)? = 0 donne Im(C — I,,) C ker(C — I,,) donc {0} = Im(C — I,,) Nker(C — I,,) = Im(C — I,,) donc

C=1,et A=B

a) récurrence (triple)
1
On en déduit R > 3 S(z) = —4 4+ 2z + 42 + Z Uny32" T3 = —4 4 22 + 4a® + 2(S(x) + 4 — 22) + 2*(S(x) +
n=0
4) — 235 (x)
-1 7 4
S(x)

T 14ax o (1—x)?
S(z) =— Z(—l)”x" - 72 "+ 4 Z(n + 1)2™ donc a, = =7 +4(n+1) + (—1)"**
n>0 n>0 n>0
R=1
Comme det(M) = det(M™), on a det(M)® = 1 donc det(M) = 1 (réelle)
M= (MTM) 2 st symétrique (définie positive) donc M aussi
Reste M® = I,,, M est DZ par th spec et Sp(M) C {1} (pas de vp complexe) donc M = PI,PT =1,

Exercice 36 1. a) Xy, = (X —-1D(X —-4)(X —1—a) SARS si a ¢ {0,3} puis rg(My — I3) = 1 donc

b)

dim(E; (My)) = m1(Mp) et My est DZ; de méme, rg(Msz — 415) = 2 donc dim(E4(M3)) = 1 # my(Ms) donc
Ms est DZ. Ainsi M, est DZ si et seulement si o # 3

Si a # —1, 0 ¢ Sp(M,) donc M, est inversible et rg(M,) = 3; M_; est DZ donc rg(M_1)) = 3 —
dlm(Eo(M_l)) =3 - mo(M_l) =2

2 1 3
P=(0 0 1
11 2
i, ’=M_, < PB*P ' =PAP ' B’=A

ii. BA=B?*=AB
iii. si BA = AB alors B est diagonale (car les coeff diagonaux de A sont 2 & 2 distincts) donc B = diag(a, b, ¢)

a®=0 0 0 0
puis BP=A << b?>=1 onadonc4solutions: B=|[0 +1 0
=4 0 0 2

iv. 4 solutions aussi : PBP™! avec les 4 matrices B précédentes (les 4 solutions sont différentes car B —
PBP™! est bijective)

cours
folx) —> 1
x—0

z_q 1 r_q nln(1+z/n71 r_q
folr) —— ¢ donc limI,, = / c dxz par TCD avec |f,(z)| = ¢ < ¢ inté-
n——+oo x€X 0 xr X

T T T n—1
-1 —1
grable sur ]0,1] car limz — 0< — 1. Puis = = zn' pour = € [0,1] (en prolongeant la fct par

n=1



b)

-1
continuité en 0), cette série entiere possede un RCV R = 400 donc (par CVN sur [0, 1]), / ¢ dz =
0 X
—+oo oo
1
S [ s ,
n=1 n=1 TL X
1—cost l1—cost 1 1—cost 1
. q . < : : — _ —_ P
Exercice 37 |[sujet]| 1. a) |g(z,t)| < —  buis h(I)Il Yz —5 et T e O (t2>
Fait au dessus (domination)
dg 1—cos(t) _,q dg L Tx . . . .
%(x,t) =—F ¢ donc ¢t — %( ,t) est intégrable sur R™ si > 0 (mémes justifications) ; puis

c)

—+oo
‘gg(w t)‘ = |1 —cos(t)|e™™ < 2™ si x € [a,b] C RT*. On en déduit f’(z) = / (1 — cos(t))e *dt =
0

1 T >0
- our
. 1_~_2pux
1 —cost 1 1 [t 1
OnvériﬁeOS%gidOHCOSﬂx)Si/ e*mtdt:?six>0. De méme, 0 < f/(x) =
0 :I/.

+o0 +oo
1 —cost 1 1
/ 208 at gy < f/ te™"*dt = — donc lim f = lim ' = 0 (ou TCDPC)

1
siz >0, f'(a:):ln(az)—iln(l—l—ﬁ)—i—Cet Emf’zOdoncC:O

PP
f(0) ) =1 (donc I existe). On a, pour z > 0, f(z) = zIn(z) — %ln(l + 2%) — arctan(x) + D puis D = g car

1+imf = 0. Par continuité de f en 0, on a I = f(0) = g
AX = AX done (AX)" AX = (3X)" AX = A2 (X)" X et (AX)" AX = (X)" 474X = (X)" X ; comme

(Y)TX = Z |z;|? # 0 car X # 0, on en déduit |A\? =1
i=1

|det(A + B)| = | det(A)| x |det(I, + A™'B)] det(A)==1

|det(I, + A™'B)| = |X4-15(—1)] et A™'B € O,(R)
donc |X4-15(—1)] = H |—1—=X] < H( + |Ai]) < 2" ot les A; sont les valeurs propres complexes (répétées
avec multiplicité) de A 1B donc |\ < 1 avec la premiére question appliqué 4 A~ B.

-1

1
Exercice 38 |[sujet/| 1. a) Rf=R;=1car1<In(n)<netln (1 - 7) ~ — par ex
n

b)

n
1 1
siz €]-1,0], E In (1 - 7) x™ est alternée et vérifie le CSSA donc |R,(x)] < —In (1 - 7) (indép de x) donc
n n
CVU sur [—1,0] et g est continue sur [—1, 0]

+o00 +oo +00 +0o
siz] <1, (1—2x) Z In(n)a™ — Z In(n)z™ ! et Z In(n)a™ — Z In(k —1)z* = Z[ln(n) —In(n—
n=2 n=2 k=3 n=2
D]z" = —g(x)
_ 9(=) 9(=1)
@) =1 o e
+oo
-1 In(l—z)+2 . { ( 1) 1}
~h() =3 gn = U O T 1 @) =S |m (1= ) |
on prouve g(x) - (z) 7;2 —z . si |z] < 1, g(z) — h(x) T; n S + R
. 1 1 1 1 1
qui CVN sur [—1,1] car {ln (1 — —) "+ —| 2™ < {— In (1 — —) " — —} ~ ; on en déduit hm g(z) —
n n n n 2n2
B g(x) —In(1 —x)
h(x)—ZERetg(x)Th(J:)Tln(l—x) On en déduit f(z) = T ied——

- T _agT -
MMT est sym réelle et (MMT)3 MM MM a3 pTy3 = 1, done Sp(MMT) ¢ {1} puis Sp(MMT) = {1}
(car DZ donc non vide)

On a donc MM7T = PI,,PT = I,, par th spectral

M? = I donc det(M)® = 1 et det(M) = 1 donc M est une matrice de rotation. Si M = R(0) alors M?> =

1 0 0
2
R(30) donc les solutions sont les matrices de rotations d’angles i% cM=P[0 —1/2 —v3/2 | PT avec
0 V3/2 —1/2

P e O3(R)

Exercice 39 1. a) f(z)=T(x+1) donc cf cours



cf cours

par IPP, cf cours

on a f(x) > 0 pour > 0 donc = + In(f(z)) est continue sur RT. Ainsi, ¢ est C' sur RT et ¢'(2) =
In(f(z)) = In(f(z - 1))

f(];(iﬁ)l) = In(z) d’aprés Q.c

On en déduit p(z) =xIn(z) —x+C P “+o0

CSSA donc CV

¢ () =1In

cours et dans une base adaptée a F = ker(p) @ Im(p), on a Matg(p) = (8 1(.)) avec 1 = rg(p)

On vérifie M(M — A\I,,)(M — puI,,) = 0 (chercher a éliminer A et B avec les 3 équations) puis X (X — A\)(X — p)
est SARS

Exercice 40 1. a) fu(z) ~ 27"l donc Dy = R*

n—-+oo
|fn(2)| < fu(a) six € [a,b] C R donc CVNTS de R et f est continue sur R* (par imparité)
fn décroit sur R donc f aussi (et imparité)
lim e */2sh(u) = +o0

uU—+00

pour z > 1l et n = ng > ug (celui de la question précédente, ng est indép de ) et on choisit ng > 3, on a nx > ug

1 no—1 no—1 —nOI/Q
—nx/2 41743 _ —kx/2 _
donc f(z) <e . On en déduit 0 < f(x) T S Z fr(x Z e Z fr(z T o=/ oo
k=2 k= no

1

o (e™") (la somme restante est finie) ; comme — 2"

shz m—>+oo

cours
i. par récurrence
d
ii. facile avec P = Z ap X"
k=1
iii. Avec P = X4 et C-Ham, on a CX4(B) = 0 donc X4(B) n’est pas inversible et Sp(B) N Z(X4) # 0 qui
donne le résultat car Z(X4) = Sp(A)

Exercice 41 [[sujet] 1. a) i X4=X3

b)

ii. Comme Sp(A) = {0} et A # 0, A ne peut pas étre DZ
iii. rg(A) =1 donc dim(ker A) =
i. On vérifie A% = 0 donc ¢*(X) = A(AXA)A = 0 puis Sp(¢) = {0} car X? annule ¢ (et le spectre est non
vide dans C)
ii. Si ¢ était DZ, avec Sp(¢) = {0}, on aurait ¢ = 0 ce qui est absurde car ¢(E1 1) # 0 par ex

2
J
#(X) = aA et Im(¢) C Vect{A}. Comme ¢ # 0, on a Im(¢) # {0} donc Im(¢) = Vect{A}

«
y(zr) = o aeR

1
iii. Avec C' = < ,ona A= CCT donc ¢(X) = cCTxcc” = (CTXC)CCT car a = CTXC € C donc

a 1 [Tl
Par variation de la constante, y(z) = — + — / dt, avec a € R.
T ™y 1+t
tk—l

141

1oa—1 1
/ dt converge donc la seule solution éventuellement bornée est pour a = / dt done y(z) =
0 0

14t
1

1 t)\ 1 1 x N
— dt qui est bien bornée car |y(z)| < — T dt = —
o [ e )l < o5 [ .

Exercice 42 1. a) Xa4=X?%(X —3)etrg(A) =1 donc dim(Ey(A)) =2 et A est DZ

b)
c)

Xo(X) = Xa(M\)? donc Sp(A) = Sp(C).
X5()) = M, —aA —BA| cieci+c; (M, —vA —BA A, —~vA —BA
A E—vy| M, - M, —vA A, 0 M, + BA

det(Al, — yA)det(M\, + BA) = (—yB)"Xa (%) Xa (f%) donc si Sp(A) = {A1,..., A\, } alors Sp(B) =
{_BAM ey _ﬁATH'yAla cee 77An}

De méme, Xp()) = ‘M%AMA *EA

Lz(—[_/gle

’ done Xp(\) =

M, —BA —BA

Cl(—gfcz
= “M, +BA A,

M, —BA  —BA
0 M, — BA

Lo+Lo+Ly

‘donc

2
Xp(\) = (det(M,,—BA))? = (B)*" X, <%) doncsiSp(A) = {A1,..., A\, yalors Sp(B) = {BA1, ..., BAn, A1, - ..

(les ordres de multiplicité sont doublés)

5/6)\'”}



d)

2. a)
b)

B ()(f) = (8) On vérifie de méme que si X € ker(A) alors <)0() € ker(B) puis si (Xi,...,X,) est une

W) (0)(5)
base de ker(A) alors(O oo )\
dim(ker(B)) > 2p = 2dim(ker(A))

On est dans le cas a+ = v donc Xp(\) = X*(X+9)(X —6) puis ker(B) = Vect {<X1> , <X2> , ( 0 ) , ( 0 )}

( )? > est une famille libre de ker(B) (& justifier) donc
P

0 0 X4 X5

2 0 3X 1

avec X1 = [ 1) et Xy = | 1], E_o(B) = Vect{( )} avec X3 = [ 1] € E3(A) et Fg(B) =
—2X
0 1 2
X3
veer{ (32}
(fn) CVS vers 0 sur [0, 1]
: —na? —na? 1 . \/ﬁ
six € [a,1], |fo(2)] < nze™ < ne P 0 donc CVUTS de ]0, 1] alors que f, 7 =sin | =~ | ne
n 0 n

tend pas vers 0 donc pas de CVU sur [0, 1]

Exercice 43 |/sujet/|| 1. a) exp est convexe

b)

e’ —x, 2 1 donc x,1 existe (rec) et z,, >0

ZTpy1 = In(e™ — x,) < In(e”) = x, donc (x,) est décroissante et minorée par 0 donc CV vers £ tel que
(=1In(e" —0) & (" =€) =€, ielimz, =0

2 2
Tpy1 =In(e®™ —z,) =In (1 + % + o(xi)) = %‘ + o(z2) donc lim & =0et an Ccv

Tn
Six € By N Ey alors u(z) =0 et 0 = u?(x) + u(z) + z = 3z donc x = 0
(u*+utidp)—(u—idg)o(u+2idg) = 3idg donc si on pose a = (u?+u+tidg)(z) et b = —(u—idg)o(u+2idg)(z),
onaa+b=3z,ula) = (u’—id)(z) = 0et (v’ +utidg)(b) = —(u+2idg)o(u®—idg)(x) = 0 donc E = Ey & Es
Si By = {0} alors E; = E et u = idg, absurde. Si E; = {0} alors Fy = F donc u® + u + idg = 0 ce qui est
absurde car X2 + X + 1 n’a pas de racines réelles donc Sp(u) = () et comme dim(E) est impaire, deg X, aussi
donc X, admet au moins une racine réelle

Exercice 44 1. a) J? = 0 donc on aurait M* = 0, M serait nilpotente donc Xy, = X? puis (C-Ham)

M? =0 qui est absurde
i.

1

. o L o . . o
six >0, fo(z) O (nQ)’ fn(0) =0 et fo(x) oo Tosie < 0 donc Dg =R

. T be—ne 1 .
six € [a,b] CR™* alors | f,(z)] < =o0|— | donc CVNTS de R

Inn n?
1 —(n+1)x 1 —x —x
[Rn(2)] < Z xe I: = < e < ¢ car z > —°
In(n+1) k> . n(n + 1) 1—e® Inn+1)1—e® " In(n+1) 1—e=®

est bornée sur RT*.

Exercice 45 [[sujet] 1. a) Si (P|P) =0 alors P*)(a) = 0 pour k < n donc a est racine de P d’ordre > n + 1 donc

P =0; le reste est facile
E = {1}* est un hyperplan donc dim(F) =n et d(1, E) = ||1|| = 1 puisque 1 L E
1

—+oo
T _ T 5
< — .
| fr(2)] < 52 donc CVN sur R et lggf 5 Eﬁ in

1 1 1
5 donc Y f}, CVNTS de

. . . —+% ! _
f est impaire et si [a,b] C R™* alors |f/,(z)] = (T 227 < (LT 2a?) ~ =

R*+*

N
fl(x) = E m E i +n2 7 pour tout N, donc si f’ admet une limite finie en 07, on a
n>1 n=1
N
somme finie) lim f > = pour tout N, ce qui est absurde. Comme f’ est décroissante sur RT*, on en déduit
I p ,ceq ,
0 n
n=1
l(iJIP f' = +00. On peut aussi prouver f'(z) foli In(x) par comparaison avec une intégrale.
z)— f(0
Par CVN, f est C° sur R donc par TAF, lim M
x

= lim f’ = +oo0 donc f n’est pas dérivable en 0
z—0t 0+



Exercice 46 1. a) hr—? nze " =0 donc (fn) CVS vers 0 sur [—1,1]

b)

o

b
T

)
)
)
) f

|fn(2)| < nze —nr < pemmet 50
n—-+4oo

fn <l> = sin(e™ /™) ——— sin(1) # 0 donc pas de CVU sur [0,1], ni sur [—1,1]

n n—+

?
Facile et f(a) =

2(z) = —l(a)f ( ) donc P = X (X + {(a)) annule f donc Sp(f) C {0, —£(a)}. Puis f(z) = —l(a)z < {(z) =0
(car a # 0) donc —£(a) € Sp(f) et E_yq)(f) = ker(¢) est un hyperplan. De plus f(a) = 0 et a # 0 donc
0 € ker(f). Si £(a) = 0 alors Sp(f) = {0} et Eo(f) = ker(¢) est un hyperplan (dans f non DZ) et si £(a) # 0
alors Sp(f) = {0, —£(a)}, E_yq) = ker(¢) est un hyperplan donc dim(Eo(f)) < 1 puis Eo(f) = Vect{a} (et f
est bien DZ)

Exercice 47 |[sujet]| 1. a) Elles sont de degré 1, on trouve ax

b)

5

2. a)

b)

y est 2 fois dérivable sur R\ {—1,0,1} si et seulement si z 'est et y est solution si et seulement si z vérifie
r(x? —1)2" +2(22° —1)2' =0

2 — 4a2? 2 1 1
x(T—ml) = +— o + ot puis 2/(z) = % sur chacun des 4 intervalles de R \ {—1,0,1} puis
-1 1 1 1
z(m):a<7—|—§ln 11_ ’)—l—ﬁet ylx) = (—1—|—%1n1+x>+ﬁx sur | — 1,0[ ou ]0, 1[. Recollement en

1
0 : on trouve y(x) = ( 1+ 71 i) + Bz sur | — 1, 1] avec y(0) = —a.

Cy = C3 = (C4, C; = Cy + C5 et (C1,Cs) libre donc rg(D) = 2, Im(D) = Vect{C1,Cs} et ker(D) =
Veet{(0,1,-1,0,0), (0,1,0,—1,0), (1,—1,0,0, —1)}

0 est racine triple de Xp donc on développe directement et Xp = X3(X +2)(X —3), E3(D) = Vect{(3,2,2,2,3)}
et E_5(D) = Vect{(-1,1,1,1,—-1)}

Exercice 48 1. a) (flz+y)lz+y)=(f(=)|y) + (f(y)|r)

b)

(f(@)ly) = =(f(y)lz)
Soit 2 # 0 tel que f(z) = Az alors A|z||> = (f(2)]z) = 0 donc A = 0. Si f est DZ alors Sp(f) = {0} donc
Matg(f) =0et f =0

siz € ker(f) et y = f(a) € Im(f) alors (z]y) = (z|f(a)) = —(f(z)|a) = 0 puis th du rang
Matg(f) = (8 Sl) car Im(f) est stable par f. De plus rg(f) = rg(4) =r et A € M, (R) donc A est inversible
et comme a; ; = (e;|f(e;)) = —(e;|f(ei)) = —aj; donc AT = —A

1 1
si fo(z) = 2 alors 22 f(x) + 4z fo(x) + 2fa(z) = (@ +1)(a+2)z* donc f_y : x> — et fo: x> —

x x
sont solutions de (Fp). Comme le th de C-Lip s’applique sur |0, 1], les solutions de (Ep) (sev de dim 2) sont
Vect{f_l, f_z}

1 R
= Zx” sur | —1,1]
-t n=0
“+o00

On cherche une solution de (E) DSE : y(z Z anx™ avec R > 0; on trouve z%y” (z) + 4ay/ () + 2y(z) =
n=0

“+o0
Z(n +1)(n+2)a,z™ donc y est solution sur |0, R] si et seulement si Vn € N, (n+1)(n+ 2)a, = 1. On a donc
n=0

+oo +oo
1 x" 1 1
ayp = ————— et R = 1. Une solution est donc y(z) = — = (7_7> "
CESCES) V= i m ey~ 2 k1 ne

1 — z)In(1 - T (l-2)ln(l-2)+ 2
(1-z)n(l-2)+z et les solutions de (E) y : x — g ﬁ—i— (1-2)in(l—-2)+=
x? x  x? x?

Exercice 49 |/sujet/|| 1. a) sixz > —1,t — g(x,t) est continue donc intégrable sur le segment {0, g} puis, si z €

dg sin? ¢ sin? ¢ L, . s
[a,b] C] — 1, +o0], %(x, t)‘ = 1T ool < T intégrable car continue sur le segment [O, 5]
1 d 1

u + arctan — est C' bijective et strictement décroissante de ]0, +oo[ sur }0, T [, puis dt = et 5 =

, U N E 14+wu?  sin
cos? + sin 1 oo du a0 1 oo 1 1

sin? * fan done f1(@) /0 (W2 +1+a2)(1+u2) x/o 1+u? 1+a+uz)

Ul 1 . u r:“" r(VI+z—1) T st  valabl
— |arctan u — ———— arctan = = ui est aussi valable en
x Vit Vi+zl, 1+ \/1+x(1—|—\/1+x)q

0 par continuité de f’



¢) Comme f(0) =0, on trouve f(z) =7ln (

2. Une bon de H est u = i

VT

3 3 2
1 -2 3
-2 11 3
3 3 2

et v = —— puis 7y (z) = (u|z)u + (v|z)v, ce qui donnera

e )
—
|

1
Matg, (7p) = 13

N W W N

+oo —+oo
Exercice 50 1. siy(x Z a,x’™ avec R >0, on a y"(z) + zy'(z) + y(z) = Z(n + D)[(n+ 2)anta + anlz”
n=0 n=0
donc y est solution sur | — R, R[ si et seulement si 2a3 +ag =1 et Vn € N, ap40 = %. Avec y(0) = ¢/'(0) = 0,
n
(—1)ptt

onaaO:Oeta1:0d0chp€N,a2p+1:Oetagpzwpourp 1. On a donc R = +o0 et y(z) =

—+oo
Z (_1)p+1$2p =1 6_362/2
|

o= 2rpl

2. a) On note A, I'événement « le n®Me tir est marqué » et B, « le joueur 1 gagne & sont n®™ tir ». On a B,, =
n—1
ﬂ (Agr_1 N Ag) N Az, donc, par indép des tirs, P(B,,) = (1 —p1)" ' (1 — p2)™ 'p; puis, si G est « le joueur
k=1
1 gagne », on a Gy = U B, et par incomp 2 & 2 des B,,, P(G1) =

n>1

D1 _ P1
1= (1 =p1)(1—=p2) p1+p2—pip2

n—1
b) si D, est « pas de vainqueur avant le tir 2n », on a D,, = ﬂ (Agp_1NAgy) puis P(D,,) = (17p1)"*1(17p2)”*1
k=1

et par continuité décroissante, la probabilité que le jeu dure indéfiniment est 111}_1 P(D,)=0
n—-—+0oo

P2 — pP1P2

———————— et le jeu est équitable si
P1+ P2 — p1p2

¢) La probabilité que le joueur 2 gagne est alors P(G3) = 1— P(Gy) =
et seulement si p; = ps — p1p2

Exercice 51 1. a) P=X3+9X = X (X —3i)(X + 3i) annule A
b) P est SARS dans C
c) si Aest DZ dans R alors a = QDQ ! avec Q =0 donc A = 0, absurde
d) A est réelle donc mgz;(A4) = m_3;(A) donc mg(A) =n — 2ms;(A) est impair, donc non nul et det(A) = 0.
)

e) A est sym réelle donc DZ; Sp(A) = {0} (car réel et non vide) donc A = POPT = 0 (récip évidente)

_ T\ ~ n
2. Onpose fp,(z) = (1 n) cos(z) siz €[0,n] et on applique le TCD : si n est grand, f,(x) = (1 - E) cos(zr) ——
0 siz>n n noo

+o0
e Y cos(z) et |fu(x)] < e |cos(z)] < e™® par concavité de In. On en déduit lim w, = / e " cos(x)dx =
0

n—-+oo
R . 1 1
Re (/ e~ (1) d:z:) = Re( ) = =
0 1 —1 2

Exercice 52 1. a) A=PDP 'avec D= (g g) et P = <_11 _33)

b) i (A—2L)(A—6L)=0donc Q= (X*+X —2)(X?>+ X —6) = (X — 1)(X +2)(X —2)(X + 3) annule M
ii. Q est SARS donc M est DZ; si M = RAR™! alors M? + M = R(A? + A)R™! donc si A = diag(\1, \2)

M+ =2 {)\16{1,—2} .. . B
on a { /\5 Y =6 < Xo € {2,-3) (ou l'inverse). On a donc 4 cas : si {A1, A2} = {1,2} alors

Xy = (X —1)(X —2) = X? -~ 3X + 2 puis (C-Ham) M? = 3M — 21, donc A = M? + M = 4M — 21, et
1
M= Z(A + 2I3) et on vérifie que M est bien solution. Si {A1, A2} = {1, =3}, on trouve M = 31, — A; si

1
{1, A2} = {—2,2}, on trouve M = A —4I5; et si {\1, A2} = {—2, -3}, on trouve M = —1(A+6I2) donc

au total 4 solutions

1 1
2. sixz >0, fr(z) nﬁ:+ooo<ﬁ),sia:<ODVG et f,(0) = T = +0 ) donc Dy =R™.

On commence par la continuité sur R™* par CVNTS avec |f,(z)| <

1
(—) siz € [a,b] C RT*. Puis la



+oo _ _ — —
o ) - e "™ —1 e -1 1—e " 1—e™ |
continuité en 0 : f(x) — f(0) = nZQ T+ (—)m et T (rn|~ ng(<i)n < n T (1) si € [0,1] donc CVN
sur [0,1] (donc continue en 0)
Exercice 53 [[sujet] 1. a) Fait en cours: Dp = R
b) cours
1Tt oo Foo u=(n+1)t
¢) pourz > 0fixéett > 0,ona e !| < 1donc Tt Z 7~ (V! puis TITT avec/ [tTe” (Dt g =
—e 0
n=0
I'(z+1) 1
m@tl’+l>ld0ﬂ(}2m CV
2. a) Fait pls fois : prendre a tel que f%(a) # 0
0 0 O
b) M'=Matg(f)=(1 0 0
010
¢) M =PMP*donc M+ I3 =P(M +I3)P" et det(M + I) = det(M’ + I3) "2 1

d) si A est inversible alors A + M = A(I3 + N) avee N = A~'M qui vérifie N3 *MEM4 4303 = 0 et
N2 AMZMA 42,2 # 0 car A™2 est inversible et M? # 0. D’apreés la question précédente, on a det(I3+N) = 1

donc det(A+M) = det(A)xdet(I3+N) = det(A). Si A n’est pas inversible alors det(A) = 0 et (A+M)> AMZMA
A(A? 4 3AM + 3M?) donc det(A + M)3 =0 = (det(A + M))? donc det(A + M) = 0 = det(A)

Exercice 54 [[sujet]] 1. a) y(z) = ae /" + e Y*F(z) par variation de la constante

b) z—ax—1

¢) Les solutions sont aussi de la forme y(x) = Be~/* + 2 — 1 donc la solution telle que y(1) = 0 est y(z) =
e V*F(z) = x — 1 donc F(z) = e¥/*(z — 1)

2. a) Si|le;]| = |lej|| alors e; +e; L e; —e; donc f(e;) + fle;) L f(e;) — f(e;) ce qui donne || f(e;)||* — || f(e;)]?

(f(eq) + fle)lf(ei) = f(ej)) =0

b) On écrit z = leel avec (e;) bon et on a f(z Zml e;) et par Pythagore, ||f(z)||* = ZIQHf ei)||?
K|l k= |1 f(ed)ll >



