Séries numériques

I Etudes de convergence

Exercice 1 |[Solution|

Déterminer la nature des séries E Uy, a > 0.

U —(nsinl)nz—e_ ;o —<cosi)n—L ) —(1_1>\/ﬁ
" n ot n ve T Inn

_1)» (n+1)m
U, = COS <n27rln <L)) D Uy = L DUy = / e~ sinz dz
n — 1 na + (_1)n n

Exercice 2 (CCINP PSI 2024) |[Solution|

1. Enoncer le critere spécial des séries alternées

o=

, 1
2. Etudier la nature de Z cos {wn2 In <1 + )}

n
n>1
Exercice 3 (Navale PSI 2019) [/Solution
_1)»
Nature de Z Uy = na—i(—)l)”nﬁ en fonction de a # 57

Exercice 4 (CCP PSI 2011) |/Solution|
Nature de Z(l —thn)?

Exercice 5 (CCINP PSI 2018) |/Solution/

)2018 1
Donner la nature des séries de termes généraux

et .
ne nlnn

(Inn

Exercice 6 (CCP PSI 2016) |[Solution/

Montrer que la série de terme général u,, = In(2n + (—1)") — In(2n) converge mais ne converge pas absolument.

Exercice 7 (Mines-Ponts PSI 2013) |/Solution|
—+oo

Etudier la convergence de la suite u,, = exp(—z™) da puis la convergence de la série de terme général w,,.

1
indication : chercher un équivalent en posant t = z".

Exercice 8 (CCP PSI 2013) |[Solution/

+oo d
On pose I, = /0 @ i)” Convergence de (I,) puis de Z(—l)”[n et ZI" ?

Exercice 9 (Centrale PSI 2008) [/Solution

\" b -1
Etudier la nature des séries de termes généraux u, = (n + 2> —a (1 + 7> et v, = #
n—

Exercice 10 (ENSAM PSI 2012) |/Solution/

2

n
n
1. Montrer que la série de terme général u,, = ( ) converge.
+oo n+tl +oo
2. Majorer R, = Z uy, et donner une valeur approchée & 1073 pres de Z Usy -
k=n+1 n=1
22
indication : comparer In(1 + x) et © — - pourz > 0.
Exercice 11 (Mines-Ponts PSI 2013) |/Solution/
3 -1 0
Nature de la série de terme général u,, = arccos ({ - ( a) ) % (> 0)
n

Exercice 12 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Solution|

1. Montrer que arccos(l — h) e V' 2h; on pourra poser 6 = arccos(1 — h)
—0

2. Déterminer la nature de Y (1 + "3)
. eterminer la nature de arccos \ —m—=
2+ n3



Exercice 13 (CCP PSI 2008) |/Solution|

- , 1
Nature de la série de terme général u,, =

1+vV2+ 3+ 4+ /n

indication : montrer que x — In(z)/x est majorée sur [1,+0o0].

Exercice 14 |/Solution
. 1\ "
Etudier, en fonction de o € R, la nature de la série Z (ﬁ) .
n!
indication : réécrire la formule de Stirling avec un signe = pour pouvoir la composer par In.

Exercice 15 |[Solution

Etudier la convergence de la série Z

(—1)71.
(n!)=

indication : on pourra étudier la monotonie de v, = —In(n!).
n

Exercice 16 |/Solution|
On pose u, = vn+avn+1+byvn+ 2, ou (a,b) € R2. Déterminer (a,b) pour que Zun converge et calculer la somme.

Exercice 17 (Centrale PC 2008) |/Solution|
Soient a, b et ¢ dans R™* et u,, = 2In(n+a) —In(n+b) — In(n + ¢). Etudier la convergence de Z up puis de Z(—l)"un.

Exercice 18 (CCP PSI 2016) |[Solution

n 1 +oo 1
Soient o > 1, Snzzk—a et R, = Z T
k=1 k=n-+1

1

1. Montrer que R,, ~ W
a—1)n

, R
2. Etudier la convergence de Z — en fonction de a.
n

Exercice 19 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Solution |
Un

n
Soient « > 0, (u,)nen une suite de réels strictement positifs, S,, = Z ug et w, = Ga
k=1 n

1. On suppose que Zun converge. Quelle est la nature de an ?

2. On suppose u, = n. Nature de Z Wy ?
1

3. On suppose u,, = —. Nature de Z wy, 7
n

Exercice 20 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Solution

n
Soient (pn)nen une suite de réels strictement positifs telle que Z pn diverge et S, = Z Pk-
k=0

1. Montrer que Z g—n diverge.

S,
indication : Dans le cas ot lim Pn _ 0, prouver Pn In ( L )
Sn Sn Sn—l

2. Montrer que Z % converge.
n
1 1

. . . n
indication : Comparer — et

p
S2 7 S S,
Exercice 21 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Solution
n

1
Soient a > 0 et S, = Z k®. Pour quelles valeurs de «, la série Z 5 est-elle convergente ?
k=1 n

Exercice 22 |/Solution)

Nature en fonction de (z,a) € R* x R de Z (\/ 1+ x—a - 1) ?
n

Exercice 23 (Mines-Ponts PSI 2017) |/Solution/

1
Etudier la convergence de Z — sin (%) pour a > 0.
n

indication : faire des paquets selon le reste de la division euclidienne de n par 5.



Exercice 24 (Mines-Télécom PSI 2017) |/Solution
1
Pour n € N, on pose u,, = / In(1 +¢™) dt.
0

1. Calculer ug et uy.

2. Montrer que x <In(l4+2z) <zsiz>-—1.
14+

3. Etudier la nature de Zun et Z(—l)"un.

Exercice 25 |[Solution

n

On pose a,, = Z(—l)kH\/E.
k=1
1. Montrer que la suite (an + (="

v

> a une limite { > 0 finie.
2 n>1

1
2. Quelle est la nature de Z —7
an

Exercice 26 (CCP PSI 2019) |/Solution|

1. Montrer que 2" + zy/n — 1 = 0 admet une unique solution dans [0, 1]; on la note x,.
2. Montrer que (x,,) tend vers 0.

3. Etudier la nature de la série de terme général z,, puis (—1)"z,,.

Exercice 27 (Mines-Ponts PSI 2017) |/Solution/
nz)®
Soit f(z) = (nix)e“n‘t7 acR.
x

+o0
1. Etudier la convergence de / f(x) dx. indication : u = In(x) puis IPP.
1

2. Puis celle de Z f(n). indication : Taylor
n>2

Exercice 28 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution

1 [™arctant .
Soit I,, = — / 5 dt¢. Etudier la nature de Z u,, dans les cas
na 0 t

1.b>0,b#1
2. b<0
3.b=1

Exercice 29 |/Solution)

()T (D

Soit u,, = - 2 . . Etudier la convergence de Z Uy -
. (-1
indication : introduire les restes de la série Z -,
n
Exercice 30 (CCINP PSI 2023) [/Solution
'*i:’o (_1)k+1
Soit u, = ———,pourn >1
k=n-+1 \/E
1. Montrer que u, existe et tend vers 0
_1)n
2. On pose v, = (=1 Uy. Montrer que Z v, converge
n

3. On pose w, = =" Zn: (71)“1. Quelle est la nature de Zw ?
noio VE

" (ke

1
4. O = —
n pose T n; N

Exercice 31 (CCINP PSI 2021) [/Solution

Déterminer la nature des séries suivantes :

1. Z(_WL/+006_$2 dx

2
n>=1 n

. Quelle est la nature de Z Ty !



n
422
2. § (—1)”/ e ' dt.
n>0 0
indication : poser x = nt puis faire intervenir la premiére suite.

Exercice 32 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution/

Soit f de R™* dans lui méme.
(="
f(n)
2. On suppose jusqu’a la fin que cette condition nécessaire est réalisée. On suppose f croissante a partir de n € N.
(=D*
Uy =
= LT

k>2n

1. Donner une condition nécessaire pour que E converge. Est-elle suffisante 7

existe-t-elle 7 Quelle est sa limite quand n tend vers +oco? Son signe ?

N D
flk+2) ~ f(k) = fk+1)

Exercice 33 (CCINP PSI 2024) |/Solution

nP
Pour p € N, on pose S :227
n>=0

(=D*
f(k)

3. On suppose cette fois . Montrer que Z

converge

1. Justifier 'existence de S,
2. En développant (n + 1), exprimer S, en fonction de Sy, ..., S,—1
3. En déduire que S, € N.

Exercice 34 (CCINP PSI 2022) |/Solution

1
1. Justifier I'existence de R,, = Z R

k>2n+1
2. On admet lim (n+ 1)!R, = 1; déterminer la nature de Z sin(2n!me).
n—-+oo
indication : Ecrire e avec une série dont R, est le reste et comparer sin(2nlwe) et sin(2mn!R;,)
3. Montrer lim (n+1)!R, = 1.
n—-+o0o

indication : Réécrire (n+ 1)IR,, en isolant les deuzx premiers termes de R,

Exercice 35 (Mines-Ponts PSI 2024) [/Solution|
Soit f une permutation de N. Etudier la série Z
k>1

p(p—1)
2

f(k)

5 -

n+p
indication : vérifier que Z f(k) >
k=n+1

II Calcul de sommes

Exercice 36 |/Solution|

Convergence et somme des séries : E
n>2

(n—1)n(n+2) 3n y (n+ 3)!

Exercice 37 |[Solution)
+oo —+oo 1 +oo (_1)n+1

1 2
Sachant que nz::l 2= calculer Z m et Z 7

n=0 n=1

Exercice 38 (CCP PSI 2015) |/Solution|
“+oo

—1)ntt 1 1 1

On admet ;::1 % = In(2). Justifier la convergence et calculer la somme de 2;1 (%7_1 — ﬂ) puis de ; P

Exercice 39 (Mines-Ponts PSI 2021) [/Solution|

n
1 2 2
On admet E — = In(n) +v+o0(1) avec v une constante. Soit (u,)nen définie par ug =1 et u, 1 = nt
=1 k n—+oco

2n + 5un

3
1. Montrer qu'il existe une suite (w,,) convergente telle que In(u,) = w,, — 3 In(n).

2. En déduire que E U, converge.
n=0



n+1 n+1
3. Montrer, pour n > 1, 2 Z kug + 3 Z up = 2 Z kuy + 2 Z uy, et en déduire la valeur de Z Up, .

Exercice 40 (Mines-Ponts PSI 2016) |/Solution
n
Ink

1. Par une comparaison série/intégrale, trouver un équivalent de u,, = 2

k=2

. 1
2. Etudier la monotonie et la convergence de (v,) avec v, = u, — g(ln n)?.

3. On admet Zn:l )+ + o(1) ; Montre ef Dink ( 1112)12
. On admet que - ntrer qu —— =|y—— ) In2.
q 2 A Y q 2 L Y B
Exercice 41 (ENTPE-EIVP PSI 2009) |/Solution/
1. Convergence de la série Z 771, ou R, est le reste de la division euclidienne de n par 5.
n>1 n(n + 1)
2. Exprimer Ss,, = Zn & a laide de H,, = Z — et en déduire la somme de Z 7)
— k(k+1) k n(n+1)

indication : on pourra utiliser ou démontrer qu zl emste v € R tel que H, =1nn + W +o(1).

Exercice 42 (ENSEA PSI 2008) |/Solution)
s(n)

Convergence et somme de Z m
n(n

nz=1

, o s(n) est le nombre de décimales de n. (Utiliser une décomposition bien choisie)

Exercice 43 (Mines-Ponts PSI 2009) |/Solution/

1
Montrer que z:(—l)""'1 In {1+ — ) converge et calculer la somme.
n

1
indication : introduire u, = Zln( ,exprimer Z 1)1 <1 + E) en fonction de ugy et un puis utiliser la formule

de Stirling.

ITI Suites récurrentes

Exercice 44 (CCINP PSI 2022) |/Solution

Soit (tn)nen définie par 0 < up < 5 et up11 = sin(uy,).

1. Etudier la suite (un)nen et déterminer sa limite.
2. En calculant u,41 — u,, montrer que Z ui converge.

3. Etudier la série de terme général u?.
indication : utiliser Z(ln(un_,_l) —In(uy,))

Exercice 45 (CCP PSI 2016) |[Solution
Soit (uy,) définie par ug € [0, 7] et upy1 =1 — cos(uy).

1. Montrer que (u,) converge vers 0.
2. Déterminer la nature de Z Up,.

1
indication : vérifier que 1 — cosz < 2x2

Exercice 46 (Mines-Télécom PSI 2024)
1. Montrer que Vo € R,e®* > 1+ x

Soit (2 )nen définie par zg =1 et Vn € N, 2,41 = In (™" — z,).
1. Montrer que (z,)nen est bien définie

2. Montrer que (mn)neN est monotone puis convergente

3. Etudier la nature de an

Exercice 47 (CCINP PSI 2018) |/Solution

U,

Soit (uy,) définie par ug > 0 et w11 = sl




1. Quelle est la limite de la suite (nu,)?

2. Donner la nature des séries de termes généraux u,, et (—1)"u,,.

Exercice 48 (Mines-Ponts PSI 2019) [[Solution)]

Ty, +1

Etudier la suite (2,) définie par xg =0 et Tpq = \/ puis la série de terme général u,, = 1 — x,,.

Exercice 49 (Centrale PSI 2016) |/Solution/ W

Soit (z,,) définie par zg > 0 et xp11 = 2, + —

xn
1
1. Donner la nature de —.
Tn
=1
2. Quel lien y-a-t-il entre 22, et Z p ?
T

3. Déterminer un équivalent de x,,.
n

1

indication : justifier que E — =o(n).
x
k=0 "'k

IV Comparaison de séries

Exercice 50 |/Solution

Soit (un)nen une suite de réels positifs et (v, )nen définie par : vg > 0 et 2v,41 = vy, + V/Up + v2. Montrer que (v, )nen
converge si et seulement si Zun converge.

Exercice 51 (CCINP PSI 2021) [/Solution

un—i—\/

Soit (an)nen une suite réelle positive. On définit (u, )nen par up € R et u, 11 = = pourn >0

a
1. Montrer que U, 1 — U, < ?n
2. En déduire que si Z ay, converge alors (u,)nen converge.
s . . s n
3. La réciproque est-elle vraie? On pourra utiliser u,, = T
n

Exercice 52 (ICNA PSI 2009) (/Solution|
Soit (un)nen~ une suite décroissante tendant vers 0.

1. Comparer la nature des séries Z Uy, et Z n(Up — Upt1)-

n>1 n=1
400
indication : si (uy,) tend vers 0 alors u, = g (ug — Ug41)
k=n

2. Montrer que si les séries convergent alors (nu,) tend vers 0 et que les sommes des séries sont égales.

Exercice 53 (Centrale PSI 2013) |/Solution|
Soient (a,) une suite de réels positifs et o une bijection de N sur N. Montrer que Zan converge si et seulement si

E G (n) converge. Montrer qu’en cas de convergence, les sommes sont égales.

V  Produits infinis
Exercice 54 (Produit infini) |/Solution/

n
Soit Z u, une série & termes complexes absolument convergente telle que : Vn € N*, |u,,| < 1. On pose P, = H (1 + ug).
n>1 k=1
1. On suppose que Vn € N*, u,, € R. Montrer que (P,),>1 converge.
indication : étudier In(P,).

2. En utilisant la série Z Py,.1 — P,, montrer que le résultat est encore valable si (u,) € CN.

Exercice 55 (Centrale PSI 2017) |/Solution|

n

ka
Pour o € R, on pose u, = ]]:[1 <1+ ﬁ)



1. Pour a = 2, étudier la convergence et la limite de (uy,).
indication : In(uy,) et reconnaitre une somme de Riemann.

n
kOt
2. Pour « € [0, 1], convergence et limite éventuelle de la suite (a,) avec a,, = E —
n
k=1
3. Méme question pour wu,,.

indication : vérifier In(1 + x) < x sur | — 1,400].
Exercice 56 (Centrale PSI 2013) |/Solution
n

1
Soient (u,) une suite réelle positive et S, = Z ug. On suppose Sy, < <1 + 7> S,,. Montrer que Z Uy, converge.
n
k=0
indication : majorer San.

Exercice 57 (Mines-Ponts PC 2012) [/Solution
1

1. Que dire de la limite en +oo de u,, = (1 — —) ?
° U=

2. Montrer que la série de terme général u,, est convergente.

Exercice 58 (Centrale PSI 2023) |/Solution|

Soient (up)nen+ €t (Un)nen+ deux suites de réels strictement positifs. On pose a,, = u,v, et on définit le déterminant A,,
1 —V1
(5% 1 —V2 (0)

par: A, =0  wug

o o1 -,
Uy 1
1. Trouver une relation entre A,,, A, _1 et A,,_o

=

2. Montrer que A, < || (1+ ax)

1

° T

3. Montrer que la suite (A,,) converge si et seulement si Z an converge

V1 Exercices théoriques

Exercice 59 (Centrale PSI 2011) |/Solution|

Soient (a,) et (b,) deux suites réelles positives.
1

nb‘ll

1. Montrer que si limb,, = 400 alors Z converge.

1
2. Silima, = limb, = 400, la série E —— converge-t-elle ?
abr

Exercice 60 (Régle de Raabe-Duhamel) [/Solution/

Soit (un)nen une suite & valeurs dans R** telle que :

u o)
1240 (—2> En étudiant la série de la série Z In(v,41) — In(vy,) ot v, = n%u,, déterminer un équivalent
Up n n

de u,, et en déduire, en fonction de «, la nature de la série E Up, -

Exercice 61 (Transformation d’Abel) |[/Solution| N
1. Soient (un)nen+ €t (vp)nen+ deux suites réelles; on pose V,, = ka, pour n > 1 et Vo = 0. Montrer que, si n € N,
k=1

n—1

n
n>2 ona: Zukvk = Z(uk —up+1) Vi + un Vi,
k=1 k=1

2. On suppose que (u,) tend vers 0 en décroissant et que la suite (V;,) est bornée. Montrer que Z Upvy, converge.

cos nb

3. Déterminer, en fonction de (z,a) € R?, la nature de Z -
n

Exercice 62 (Sommation des relations de comparaison) |/Solution

Soient (un)nen €t (vp)nen deux suites réelles positives équivalentes.

n n
1. Montrer que si Zun diverge, alors U,, = Z u et V, = Z sont équivalents.
k=0 k=0
+oo +oo

2. Montrer que si E u, converge alors R, = E ug et R, = E v sont équivalents.
k=n-+1 k=n-+1



Solutions
1
Exercice 1 [[sujet] 1. En partant d’'un DL du sin en O(1/n°) avec u, = exp {nQ In (nsin 7)}, on trouve u, =
n

1
0] <E) donc Zun est ACV.

_e—1/2

2. Par DL, on trouve u,, ~ T négatif donc Zun DV.

1
3. Comme u,, = exp <—lnﬁ(1 + 0(1)) on vérifie u, = o( ) donc Zun est ACV.

(=Dm
4. Par DL, u,, = ™ + O donce Zun CV.

(=D

na/z " 9p3a/z

5. On trouve u,, —

et 3 (-3 U0

1
sont de méme nature; par équivalent de signe fixe, de méme nature que Z . En conclusion, Z u, CV siet

seulement si a > 2/3.

1
6. On a |uy,| < re—(™* _ (ﬁ) donc Zun est ACV.
Exercice 2 1. Cours

1 1 1 1
2. 7m21n(1+g>—n7r—§+3—+0( )doncun—( 1)”+1sin<3 +O(n2>>:(_1)n+131n+0<ﬁ) et la

série CV (mais pas ACV)

1
Exercice 3 [[sujet/| Si 8 > « alors u,, ~ vl positif donc Zun CV si et seulement si 3 > 1. Par contre, si a > /3 alors

=" > 3 ( (*1)”)
d mn t n -
n converge donc Uy € u "

sont de méme nature, puis par équivalent de signe fixe, Zun CV si et seulement si 2a — 3 > 1.

G .
Un = =5 ﬂ,onendedultlaDVG&a O.SIOZ>O,Z

2 —-n
Exercice 4 [[sujet/| 1 —thn = _7_7 ~ 2e~2" positif donc Zun CVv.
en e "

Exercice 5 [/sujet/| Bertrand
-1 1
Exercice 6 Up = 2 ot +0 ( ) donc |up| ~ — posmf et Z |un| DV ; avec le DL, Zun CV.

Exercice 7 [[sujet] 1. limu, = 0 par TCD avec 0 < exp(—z") < e~ " (pour n > 1)
t—an [T et o0 o et . C
2. nu, = / ; —tVrqr — Tdt:C>OparTCDavec0<Tt/”gef donc u,, ~ — (positif)
n

n—-+oo 1
et Zun DV

1 1
Exercice 8 |[sujet/| lim I;, = 0 par TCD avec 0 <

<— ~ 27"
ch®z = chx z—+oo

1 Foo 1
Z(—l)"[n CV par CSSA car I < 1 mais comme ch(z) < e”, on a I, > / e "dx = - donc ZI” DV.
0

1
Exercice 9 [[sujet] 1. Ona u, = (e —a) + (——ab)f—i— ( ) Sia# e DVG;sia=e etb;«é ~
n
3
2

3
(%—ab)lde signe fixe donc DV ;sia = e3> et b= =, O( )donc ACV.
(= (lnn> (= ( 1 )
2. v, = - +0 )= +o0 3 donchn CV.

Exercice 10 1. u, = exp(—n+ 1/2 + o(1)) donc u,, ~ v/ee~™ positif donc Zun CV.

2
T
2. Etudier z — ln(l—i—x)—x—i-? sur R, elle est positive ; on en déduit 0 < u,, < vVee ™ donc0 < R, < Ve Z e k=
k=n+1
—n—1/2 —n—1/2

¢ . Il suffit donc que 617 1073 (qui peut donner une valeur de n en prenant le logarithme) pour que
—e

1—e-!
la somme partielle de la série soit une approximation convenable de la somme totale.



Exercice 11 |/sujet/| On cherche un DL en 0 de f(z) = arccos <g —i—x) (dérivable au voisinage de 0); on trouve

f'(z) = =2 — 823 + o(z) donc f(z) = £(0) — 22 — 42*V/3 + o(2?) puis u,, = 2(_{))” — 4\/§n% +o (n%) Comme

no

1" 1" 1
Z % CV, Z Uy, et Z (un — (=D >, puis par équivalent de signe fixe, Z 2 sont de méme nature. On en déduit

no 2«

E u, CV si et seulement si 2«0 > 1.
62
Exercice 12 [[sujef]] 1. 6 = arccos(1 —h) < h=1—cos(f) et h — 0" si et seulement si & — 0" ; 1 — cosf NPy
=

h 1
donc (composition des limites) hm = — et comme f(h) >0, on a bien f(h) ~ V2h
h—0+ f( 22 h—0+

1 2 2
2. u, = arccos (1 — m) W 1/ Fp nT\[/Z (positif) donc la série CV

1
1 1 " Ink
Exercice 13 Par une étude de fonction —— € {07 *} sur [1,+oo[ donc u, = (Z exp r;;) > :
n

X e
Z u, DV.

n 1 1
Exercice 14 nl= (g) v2mn(1+o(1)) donc In(n!) = nln n—n+§ ln(n)+§ In(27)+0(1) et u, = exp [—% ln(n!)} =

«

exp (—aln(n) + a+o(1)) ~ ;—a positif donc Zun CV si et seulement si a > 1.

Exercice 15 On vérifie le CSSA : |uy| tend vers 0 avec la formule de Stirling (cf calcul dans 'ex précédent) et
1 n

|un| = exp(—wvy,), il suffit donc de prouver que (vy,) croit : v,+1 — v, = Pt D)

(In(n+1) —In(k)) > 0.
k=1
vo(-1-

Exercice 16 Onaun:(l—i—a—l—b)\/ﬁ—i—( —|—b) ) Sil+a+b#0DVG;sil+a+b=0cet

Vi \am

1
a+2b#0, unw( +b)7deblgneﬁxedonc Zun DV; bla——Qetb—lun—O< 3/2> donc Zun est ACV.

Sia=—2etb=1, (en changeant les indices) Zuk: 1+V2—-2V2—2vVn+ 1++vn + 1++vn + 3 donc Zun =1-2.
k=1

n=1

2a —b—c¢

n

20 —b— 1
Exercice 17 [[/sujet/| u, = a-o-c +0 (—2) donc si 2a # b+ ¢, up ~ de signe fixe et Zun DV; si
n n

2a = b+ c alors unfO( 1 > donc Zun est ACV.
n?

(=n"
Comme (—1)"u, = (2a — b — ¢) - +0 ﬁ , Z(—l)"un CV pour tout (a,b,c).
Exercice 18 1. Par comparaison avec une intégrale (cf cours)
R 1
2. On a lim S,, = Z Lo =1 2> 1 (donc # 0); on a donc u, = sz ~ W positif donc Zun CV si et
seulement si o > 2
+oo
Exercice 19 1. Sion pose S = Zuk > 0 (car u, > 0), on a wy, ~ S~ %u, (SATP) donc an Cv
k=0
1 2¢
2. S, = n(nT—i—) donc w,, ~ a1 (SATP) donc an CVssia>1
1
3. S, ~In(n) donc w, ~ nn()e (SATP) donc an CV ssi a > 1 (Bertrand ; comp série/int)

Exercice 20 1. silim 2% = =0, In ( Sn ) =—In (1 - p—") ~ P (SATP) et In ( Sn > =In(S,) —In(S,_1)
Sn Sn,1 Sn Sn Snfl
donc Zln < ) DV car limIn(S,) = 4o00. Sinon Z g—z est GDV
1 1 on 1 1
2. - == S = (SATP) et Z ( —) CV car hms— =0

nl Sn n




n n+1 a+1
n
Exercice 21 |[/sujet/| t — t* est croissante donc / t*dt < S, < / t*dt puis S, ~ 1 donc par équivalent de
0 1 «

SATP, Z SLC’V pour tout a > 0

n
Exercice 22 [[sujet] Si z > 1 DVG; si z < —1, la suite n’est pas définie. Si |z < 1, |uy| ~ \m| ( ) donc Zun

1
est ACV.Siz=1eta<0,DVG;sizx=1et a>, u, ~ e positif donc Zun CV si et seulement si « > 1. Enfin,
nOl

-1 1 1
six = —1 et a < 0, la suite n’est pas définie, alors que si a > 0, u,, = (Qni ~ 3z +o0 <n?0‘) donc Zun CV si et

1 1"
seulement si Z (un — 2—) CV (car Z ! CV) et par équivalent de signe fixe, Z u, CV si et seulement si 2ac0 > 1.
ne ne

Exercice23Onaavecsinz—C’;éOetsiHQ—?T—D#Ou =0, u —wu —ﬂ
] ) 5 5 ) Usk = U, 5k+1—(5k+1)a; 5k+2 = (5k + 2)°’

~1)kD ~1)kC - =
Usk+3 = ((5k—&)—3)“ et Uspya = ((5k—24)“ On a alors, avec S,, = Zuk, S = Z(U5k+1 + Usgt2 + Uskts + Uskra) donc

k=1 k=0
est la somme de 4 sommes partielles de séries CV donc CV. Comme Ss,,+1 = S5 + Usnt1 et limusp1 =0, (Ssnt1) CV

vers la méme limite. De méme avec limug, o = lim us,1+3 = limusp44 = 0, on trouve que (Ssp42), (S5n+3) et (Ssnt4a)
CV aussi vers la méme limite donc g u, CV.

Exercice 24 |/sujet/|| 1. up=In2etu; =2In2-1

1
2. Par étude de fonction In(1 +z) <z siz > —1 puis In(1 +z) = —In =—In <1 — ) > 1i .
x

1 1 1 1
tr 1 n 1 1
3. On en déduit / dt <u, < / t"dt = ——. De plus / dt > 7/ t"dt = ——. On a u, >
1

m donc Z U, DV. Mais par encadrement (u,,) tend vers 0 et w,+1 —u, = / [n(1+t"") —In(14")]dt <0

0
donc par CSSA, Z(—l)"un CV.

Exercice 25 1. Siwu, = (an + (—1)"?) alors Uy 41 — Uy = %(vn +1—+/n)= WTL(TM donc

(CSSA) Z(Un-H —uy,) CV, ie la suite (uy) CV vers [ = Z(un_H — uy,) + up ; par CSSA, on a Z(un+1 —up)| <
n=1 n>1

1 1
|u2—u1\:7<u1:§doncl>0.

2(1+ v/2)

2. Onaa, = (—1)n§+l+0(1) donc i = 2(;717)11 Z:f (1) Comme Z CV Z — et Z (a - )n)

sont de méme nature et par équivalent de signe fixe, de méme nature que Z —. On en déduit que Z — DV.
n (075

Exercice 26 [[sujet/| 1. Par une étude de fonction, on vérifie que P, = X" + Xy/n — 1 s’annule une seule fois sur
[0,1], que P, < 0 sur [0,,] et que P, > 0 sur [z,,1].

2. Comme P, € [zn, 1] donc 0 < z,, < donc (z,,) tend vers 0.

(\/15)20,011&\/15

1 1 1
%(1 — ) et comme 0 < x, < = onal<z2l < donc limz; = 0 et x, ~ —= positif donc

n/2 \/ﬁ
n - 1 n
5" &, DV. De plus (~1)"z, = (ﬁ) +0 (Wﬂ)/z) done Y (~1)"z, CV.

3. Onax, =

+oo
Exercice 27 [[sujet] 1. f est CM? sur [1,400[; par changement de variable (& justifier), / f(z) dz est de méme
1

+o0 ) ) 1
nature que / u®e du; u®e™ Y est intégrable sur ]0,1] si et seulement si —1 < «; par IPP (cf cours)
0 u

+oo eiu
/ - CV si et seulement si o < 0.
1 u

a(t)*=t + (Int)> + 1

v donc

n+1 n+1
2. Ona/ f(x)dx:f(n)—i—/ (n+1—8)f'(8) dt et |f' ()] <

a(lnn)* '+ (Inn)a+1
((n+1))?

n+1
/ (n+1 —t)f’(t)dt’ <

1 n
=o0 ( 3/2) on en déduit que Z f(n) CV si et seulement si (/ (@) dt> CV donc si
n 2 neN



Inn
et seulement si ( / u®ett du) CV donc la série CV si a < 0; pour a > 0, apres 2 IPP successives, on trouve
1 neN

Inn
/ u®e™ du = (Inn)® + O((Inn)*~*) ~ (Inn)* donc la série DV pour a > 0.
1

arcta t

Exercice 28 |/sujet/| 1. On peut d’abord vérifier que t — est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si b < 2. De

arctant T arctan t

&
plus B oo o donc I, ~ — (positif) si1 < b < 2 avec C' = / dt > 0 donc E I, CVssia > 1.
) arctant — 7r/2 _ arctan(1/t) +°° arctan(l/t) arctan(1/t)

Sio<b<1 alors/o — dt = —/ m dt . —/O m dt car m iedw
1 odt 1-b

sy et 14+b > 1. On en déduit I, N—g/ t—b:%(positif)donc g I, CVssia+b—1>1.
a nll —

(1l —b) 1 arctan(1/t) L™ 4w -b m(1—b) ..
2. A nouveau, 0 S W = E/O Tdt § E . t dt = W donc ITL ~ W (pOSltlf) et

ZI” CVssia+b—1>1.

" arctant " arctant — /2 +o arctan(1/t
3. / e P In(n) = / arctant — m/ d¢ / arctan(1/t) dt car intégrable sur [1,+oo[; comme
1 t 2 1 t t—+oo  J; t

1
tant 1
/ arctan dt = o(In(n)), on en déduit I,, ~ 7r2n(n) (positif) et (Bertrand) ZI” CV ssia > 1.
0 ne

oo k+1
-1
Exercice 29 |/sujet/| On pose R, = E % et S la somme de cette série alternée CV; par CSSA, on a |R,| <
k=n-+1

B (71)n+1 B (71)n+ls ( )
n_i_ldoncunfT(S—Rn)fTJrO donc » " u, CV.

Exercice 30 |[sujet| 1. Reste d’une série CV par CSSA

1 1
2. par CSSA, |’Un| < n\/ﬁ =0 (W)
+oo k+1 n
. (-1 (=1)"¢
3. Sifl= Z ~———— alors w, = — v, donc an Ccv
= vk n
4 1)kt 1
4. x Nfcaré—l—i—z —>Od0ncSATPethnDV
n>=2 \/E
+oo

+oo
Exercice 31 1. CV par CSSA : / e~ du est le reste de Iintégrale I = / e dx qui CV
n 0

2

2
-nn M -1
2. vn:( )/ e*xde:( )IfundonchnCVaussi.
0

n n

Exercice 32 |/sujet/| 1. f doit tendre vers 400 en +oo mais ce n’est pas sufﬁsant si f est telle que f(n) = In(n) +

n (=" (=" 1 (="
(=)™ alors z,, = NOEEE = )2 +o ( ) donc Zln + — DV car ZW CV et

eyt ot ( (—1)”)
Tn = TIE (négatif) donc Z nn DV

2. CSSA donc u, existe, tend vers 0 (reste) et est du signe de (—1)"
1 1 < 1 1
fk+2)  fl+1) 7 fk+1)  f(k)

décroissante et tend vers 0, le CSSA s’applique

3. Onav, = = vg_1 donc (vg) croit et tend vers 0 donc vi < 0, ce qui donne

1
(7
1

P
Exercice 33 [[/sujet/| 1. Z— =o0 <—2)
n n

1w b
2. (n+1)? =nP+ <Z n* donc m =3 <n + Z <‘Z> ;) donc, en sommant, S,—1 =

(+E())

1\3\»—\



2n k

1
3. Par récurrence (forte) avec Sy = Z — =2et (p) eN
n>=0

Exercice 34 M Z — CV

2m
2. Onae= kzo o + R,, donc 2nlme = 2772 — + 2nltR,, et Z — € N donc sin(2n!re) = sin(2nlrR,,) ~ ]
(positif) donc Zsm 2nlme) DV

(n+1)! 1 -
3. (n+ 1R, =1 + 5t Z Z X < Z Wk —1) noroe 0 (reste de série CV).
k>n+3 k>n+3 k>n+3

2n 2n
1
Exercice 35 Si la série CV, on a Z % = Son,—S5, T> 0 mais ici, Z @ > Z nf(k) >

2 7 2
k=n+1 k=n+1 k (n+1) k=n+1
n-+p
-1 1
n(;ﬂ ) p—— 5 donc la série DV. On a bien kzﬂ flk % car les entiers f(n+1),..., f(n+p) sont p entiers
distincts donc au moins égaux & 0,...,p — 1
2n+3 5/3 3/2 1/6
Exercice 36 [/sujet// 1. On a e 17;7”;” 9 = i 1 % - i i apres changement d’indices sur les sommes
+oo
. 2n + 3 5 ( 1 1) 3 (1 1)
tiell t — = = (1+4= 24+ 2).
partielles, on rouve;(n_l)n(n+2) 3 +2+3 2 2-1-3
« 1 « « = « 1 1
2. On a 3" 'sin 3 =1 (3" sin e 3" Lgin 3n_1) donc par télescopage ;3"71 sin® 3 =1 (a —3 sin Ba) car
Com .
lim 3" sin o = Q.
2n® —3n? +1 —80 53 15 2 2n® —3n? +1 ( 1)
3.0 = — fd 7:—80 —1-1=-2=
S P Y w3l T2l OHCZ (n+3)! ¢ )t

53(e—1—1) — 15(e — 1) + 2e.

n “+ o0 2
1 1
Exercice 37 [[sujet]] Si H, § — alors H, = 4H + § @17 donc §  Bnie %

2n n—1 . . !
(=pFt 1 1 » (—1)*1 o«
et TRz _ZHn + zzz k1) donc (la série est ACV) ; —— =1

2n
1 1 1 1 —1)k+1
Exercice 38 |[sujet] (m - %) 4k2 positif donc la série CV ; E (m - ﬂ) = E %

k=1 k=1
*f(l_l)_m
2k —1 2/ 7
k=1

donc on obtient

1 -1 1 "

W —n o Tm—1" docz4k3 ZE Z 1+2n—|—1 22(%—1 2k)

k=1 k=1

1 R
—1d —— =2In2-1
2n +1 Onc;hﬁ—n .

Exercice 39 1. 111(un+1)+g ln(n—i—l)—ln(un)—g In(n) =In (1 + l) —In (1 + 23)4—% In (1 + l) =0 ( ! )
n n

n

3
donc, si w, = In(uy,) + B In(n), on a bien (w,) CV (lien suite/série)

3 E
2. Si on note ¢ = lim w,,, on a In(u,) = ~5 In(n) + £+ o(1) donc u,, ~ 37 (positif) donc Zun Ccv

3. Sommer la relation 2(k 4+ 1)ugy1 + ugs1 = 2kug + 2uy

4. Onpose S, = Zuk et T, = Z kug;ona Spi1 = 342(T—Tnt1)+2(Sn+1—5n) = 3=2(n+1)upt1+2up1 —
k=0 k=0 noee
3

(Inn)?
2

Exercice 40 |[sujet| 1. On trouve u, ~



Inn
2. On trouve vpy1 — vy ~ 52 négatif donc (v,,) décroit & partir d’un certain rang et Z(U’rH»l —vp) CV done (vy,)

CV.
3. En séparant les termes pairs et impairs, on trouve 22" % = (In2)H,, + up, — ugy, et comme u, = (ln2n)2 +
I+ 0(1), on obtient le résultat annoncé (la série CVkT);r CSSA qui est vérifié & partir d’un certain rang).
Exercice 41 1. ‘ R(n) ‘ < donc la série est ACV.
n(n+1) n(n+1)
1 1

2. En séparant les termes selon que n = 5k, 5k + 1, 5k + 2, 5k + 3 ou 5k + 4, on trouve, avec —— = — — ———,
nn+1) n n+1

S nzl( 1 ;. ;1 ) Hs, — H, = In(5n) 1()+(1)doc+§ R (k) In(5)
= = n — = In(on) — In(n (0] 11 —— — In .
on £ \5k+1 ' 5k+2 5k+3  5k+4 g n s k

(k+1)

1
Exercice 42 La CV peut étre justifié par s(n) = [log,y(n)] donc - i(n) =o0 (n3/2) donc la série est ACV.

(n+1)
107t —1 107+ 1
1 1 1 1
0 = 10° < n < 10°7 —14d _sm) (7— ): <7—7>=
nas(n) = p pow 10° < n e ey 0 2 ) =l e
10N+t N [10°t1-1 N+1 +00
D p+1 ) 1 s(n) s(n) N+1 1 s(n)
L PT) .y °  Onaal L SR [N —q 2
<10p 10071 ) Figper On AT ; n(n+1) pz:;) n;; n(n+1) 10N“+p§ 107 Onc;”(n+ 1)
1
5
2n n
Exercice 43 Tout d’abord la série CV par CSSA. Puis on a Z:(fl)”+1 In ( > Z (In(2k) —In(2k+1)) +
k=1 k=1
n—1 n n—1

> (In(2k +2) —In(2k + 1)) =2 "In(2k) = 2> In(2k +1) = In(2n + 1) = 4nln2 + 4u, — 2uz, — In(2n + 1) puis avec
k=0 k=1 k=0

un, =1In(n!) =nln(n) —n+ %ln(n) + %11’1(271’) + o(1), on trouve i(—l)’ﬂ'l In (1 + %) =In(27) — 2In(2)

Exercice 44 1. Sur [0, g}, ona0<sine < o done 0 < upyy < uy; la suite (uy,) est donc CV vers [ tel que

I = sin(l) (car sin est CY) donc [ = 0 (étudier = +— 2 — sinx).

1
2. Zunﬂ — u, CV (télescopique) et comme u,, tend vers 0, on a U431 — Uy ~ —6u3 (négatif) donc Zui CV.

n

U
3. In = = In(tpy1) — In(uy,) est une série télescopique DV puisque (In(u,)) DV vers —oo. Comme (u,,) tend vers
Uy,
2
Unt1 Uy, 2 Unt1 1y 2 .
0 =1-——2+4 o(u;) donc In —— ~ ——wu: négatif donc u; DV aussi.
5 T olun) " G Un 18 > u

Exercice 46 |/sujet/| 1. exp est convexe

2. " —x, > 1 donc x, 11 existe (rec) et x,, >0

Tn

3. zpy1 = In(e® — x,) < In(e®*) = z,, donc (z,) est décroissante et minorée par 0 donc CV vers £ tel que ¢ =
In(e’ —0) & (¢! —¢) =¢*, ie limax, =0

T x% 2 xi 2 . Tntl
4. 2y =In(e™ —z,)=In(1+ ) +o(z?) ) = 5 + o(z7) donc lim
Ln

=0 et (d’Alembert) an Ccv

1
Exercice 45 |/sujet] 1. Upy1 = 2sin? % donc avec 0 < sinz < x sur [O, g}, onal < upyr < iui 12u,, puisque
€ [0,1] pour n > 1. La suite (u,) CV donc vers [ tel que I = 1 — cos(l) (car cos est C°) et [ = 0 (étude de
fonction).
1
2. Ona0< Uyt < u donc par encadrement ——>0et Z u, CV (d’Alembert).
2 Up, n—-4oo

1
Exercice 47 |[sujet] 1. On vérifie successivement que u,, > 0 donc 0 < u,, < — pour n > 1 donc (uy,) tend vers 0. On
n
en déduit nu,, — 1

1 1 1 1 1 1
2. On en déduit u, ~ — positif et Zun DV. Enfin avec u,, = — + o (7>, on trouve upy; = — (1 ——+o0 (7))
n n n n n n

donc (—1)"u,, = (=1" +0 (%) et Z(—l)"un CV.

n




Exercice 48 Sur [0, 1], stable, f : z —
tel que ¢ = f(¢) donc £ = 1.

est croissante donc (z,) est monotone, bornée donc CV vers £

Unp Un/2 . Upgi 1
Onatup1=1—4/1——=——"-"—— donc lim =—-<1let U, CV
i 2 14T +u./2 u, 4 2

1 1
Exercice 49 |[sujet/| 1. zp41—x, = — > 0donc (z,) croit et ne peut pas CV vers [ car | =1+ 7 n’a pas de solution
T

n

1 1
positive; (u,) tend donc vers +00. Comme — = x,,11 — Xy, la série Z — DV.
Tn x

1 "1

2. Onaxl,, —a2 = 2+ — donc en sommant, x2 :2(n+1)+x3+2—2

Ty, k=0 "k

i , 1 1 11 1
3. On a donc (pour n > 1) 7 > 2n puis 0 < — < o et 0 < Z—Q < iHn ~ iln(n). On a donc z,411 =
x2 n peirt
2(n+ 1) + 23 + O(In(n)) et x, ~ 2n.
VUup +02 —v

Exercice 50 [[sujet/| Si Z Up CV, i1 —vp = ntUn = Un _ Un donc (vy,) croit et 0 < vp41 — v, <

2 2(\/un + 02 +v,)

21)0 donc Z Unt1 — vp) CV, ie (v,) CV.
Si (vy,) CV vers [, elle reste croissante et u,, = 4v,41(Vpt1 — Vn) < 4 (Vg1 —vp); Z(Un+1 —vy,) CV donc par majoration
de SATP, > u, CV.

) )
. - VU, +ay —u . , )
Exercice 51 [[sujet/|| 1. upi1—up, = %ﬂ puis u2 + a2 < a, + uy, car ayu, > 0 (élever au carré)

2. On a aussi Un4+1 — Uy = 0 donc le th de comp pour les séries a termes positifs donne Z(unH —uy,) CV

2
3. (u,) CV (vers 1) et on a a2 = (2upi1 — un)? — u2 = 4ty 11 (Uni1 — uy) ce qui donne a, ~ = (positif) donc Zan
n
DV

n n n n —+oo
Exercice 52 [[sujet/| On a Z E(ug —ug41) = Z Uk — NUpt1 < Z uy, donc si Z u, CV, on a Z E(ug —ug41) < Z U
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1
donc les sommes partielles de la SATP Z n(t, — Un41) sont majorées donc elle CV.
+oo +oo
Si on suppose que Z n(t, — upy1) CV alors 0 < nu, =n Z(uk —ugr1) < Z k(uk — ugy1) — 0 donc (nuy,) tend vers
k=n k=n

0, ce qui donne la CV de Z un et aussi ’égalité des sommes en méme temps.

N
Exercice 53 |[sujet/| Soit n € N, il existe N tel que o([0,n]) C[0,N]; comme u; > 0, on a Za"(k) Zak donc si
n +oo
on suppose que Z an, CV, on a Z Ao (k) < Z an ; par majoration des sommes partielles d’'une SATP, Z ag(n) CV et
k=0 =0
+o00 "
Z Ao (n) < Z a,. En utilisant o~ !, on trouve 'implication inverse et I'inégalité inverse.
n=0
Exercice 54 |[sujet/| 1. In(P, Zln 1+ ug) et comme (uy,) tend vers 0, In(1 + u,) ~ u, donc Zln 1+ uy,) est

k=1
ACV; toute série ACV étant CV, (In P,,) est une suite CV donc (P,) CV.

2. |Pui1— Pl < |unt1] H(l + |ug|). En appliquant la premiére question & la suite (Ju,|), on trouve que H(l + |ugl|)
k=1 k=1
est le terme général d’une suite CV donc bornée (par M). On en déduit | P41 — Pp| < M|uy1]| done Z 1 — Prn)
est ACV donc CV et (P,) CV.

1
Exercice 55 1. ln (up) = Zln (1 + ( ) ) S In(1+2?)dz > 0 car  + In(1 +2?) est C° sur

n—-+oo 0

[0,1] (somme de Rlemann) on en dedmt lim u,, = +o0.



a+1 1

d n~ .
) onc a CESIE

2. Par comparaison série/intégrale, Z kK ~
k=1
3. On a 0 < In(uy,) = a, donc si a € [0, 1], (Inw,) tend vers 0 donc (uy,,) tend vers 1.

X

1 k k
Reste le cas a = 1 : on vérifie que |In(1 + z) — | < 2% si x € [0,7] donc pour — < 7, on a |In (1 + —2) - —| <
n n n
k> . e . 1 . . . 1
— < —5 puis en sommant (par inégalité triangulaire) | Inu, — a,| < n— ce qui donne lim In w,, = lima,, = 5 donc
n n n

lim u,, = ve.

rec n-l 1
Exercice 56 |[sujet/| On a une SATP donc il suffit de majorer les sommes partielles : S,, < San < H (1 + 27) S =
k=0

n—1

1 1 1
P,S1; comme InP, = Z In (1 + 27) et In (1 + 27@) ~ ok (In P,) CV donc est bornée puis Zun CV.

- 1 1 1
Exercice 57 |/sujet 1. lnu, = In <1 — —) et In <1 — —) ~ ——— négatif donc Inwu,, est la somme partielle
2 1= Vi) TR P

d’une série a termes négatifs DV donc limInu,, = —oco puis limu,, = 0.

—~ 1
2. On a In(n*u,) = 2In(n) + Z In <1 — —) 2In(n Z — et comme (comparaison série/intégrale) Z ﬁ
k=2

1
2v/n, on a lim In(nu,) = —oo, ie u, = 0( > donc Zun est ACV.

Exercice 58 [[sujet/| 1. En développant par la derniére colonne, puis en développant le deuxiéme déterminant qui
apparait par la derniére ligne, on trouve A, = A1 + anAp—2

2. par récurrence (double)

3. (A,) est croissante; si Zan CV alors In A, Z In(1 + ag) puis (ay) tend vers 0 donc In(1 + ag) ~ ay (positif)
k=1

“+o0
donc Zln(l +ag) CVetInA, < Z In(1 + a,) donc (A,,) est majorée donc CV.
n=1
Si (A,,) CV vers ¢ alors £ > 0 (car croissante) et Z(An —A,1) CVior A, — A1 = ap,—o ~ La, (positif)
donc Zan CvV
1
Exercice 59 1. On a b, > 2 pour n = ng donc 0 < — < -
nb» T n
In(1 2 1
2. Si a, =Inn et b, = In(Inn) alors % = exp[lnn <1 _ (n{lun)) } +o0o donc — = <—> et Z — DV.
alr Inn n——+o0o n an

1
Exercice 60 |[sujet/| Par un DL, on trouve In(v,+1) — In(vy,) = O (—2) donc E (In(vp+1) —In(vy,)) est ACV et la suite
n
I
(Inv,) CV vers I € R et limv,, = el > 0 donc u,, ~ e—a positif donc E u, CV si et seulement si o > 1.
n

Exercice 61 |/sujet/| 1. Partir de v,, = V,, — V,,_1 ou par récurrence.
2. Si |V,| < M alors [(ug — ugs1)Vi| < M(up — ug41) puisque (uy,) décroit ; comme (u,,) CV, la série Z(un — Upt1)
CV et par majoration Z(un —Up+1)Vy, est ACV. De plus lim u,,V;, = 0 puisque (u,,) tend vers 0 et (V,,) est bornée;

+oo +oo
on a donc la CV de Zunvn et Z UpVpy = Z(un — Upt1) Vi
n=1 n=1
1 . - cos 0 sin 22
3. Si a <0, on a DVG; par contre si @ > 0, { — ] tend vers 0 en décroissant et V;, = Z cos(nf) = —e
n 1 Sin 5
(nd 0 1
si 0 ¢ 2nZ donc |V,,| < ——7, ie (V) est bornée et Z cos(n ) CV. Enfin, si 6 € 27Z alors cos(nf) = — donc
| sin 5| o ne

la série CV si et seulement si v > 1.

Exercice 62 |[sujet/| Pour € > 0, on a |u, — v,| < v, pour n = ng.



n

. Pour n = ng,on a |U, —V,| < |Upy — Vol + ¢ Z Vg < |Ung — Vio| + Vi ; comme lim V;, = +00 (somme partielle

k=no+1
U,, —V,
d’une SATP DV), il existe n; > ng tel que pour n > nq, w < € (le numérateur est une constante). Pour
n
U, -V, U, -V,
n>mni,ona |7LV7"| < 2¢ donc lim% =0 ce qui donne U,, ~ V,,.
n n

. Pour n > ng, on a |R, — R,| < eR), donc R, ~ R),.
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