Correction du DS1
(d’apres de E3A MP 1999 maths 3)

Partie I
1. Pour 6 =0 Z 1 diverge et pour § =7 Z (=" converge par CSSA
’ n ’ n
noo , LI I _em0/2(_924) sin 20
2. a) C,=Re Z ¢™ | donc pour 8 €]0, 27, comme € # 1, on a Z el — ¢if 1 7662.0 =" ei9/2(—2i) o
k=1 k=1
n sifd=0
(n+1)0 . no
On conclut donc | C,, = ¢ cos T.gbm 2 gy €10, 21|
sin §

s 1 0 .0
b) On en déduit | |C,| < — | On remarque - €0, 7[ donc sin = >0

sin 3 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
c) ’Cn (f e 1)‘ < — (H T 1) et comme la suite (ﬁ) tend vers 0, lasériez <E T 1) converge

n S11 9

1 1 1
Ch (ﬁ ey 1) converge, ie ZC” (ﬁ -

donc, par théoreme de comparaison, E

1 ) est ACV
n—+1

d) Cette égalité peut se prouver par récurrence mais on peut aussi le faire ainsi : on remarque que, pour k > 1

cos(kf) = Cj, — Cj—1 donc Z Coslike) — Z % p=k-1 Z Ch Z
k=1

k=1 k=1
n n—1
k6 1 1 Cp
p = 0 est nul et on en déduit Zcos/({ ):ZC"’ (Eik’i—i—l)Jr?
k=1 k=1
D’apres la question précédente ZC (1 — L> converge et, avec (C,) bornée, lim — = 0 donc
p q p ) k E ka1 g ) n I U
cos(nb) cos(nf) ( >
) " c, (= —
Z L converge e Z Z n T
n>1 n=1 n=1
1 1) 1 N1 1 1 1
1 1 . 1
gn79n+1zﬁ+0 ) puis gnfgn—&-l"’ﬁ
b) gn — gn+1 ~ 55 (SATP) et % CV donc, par théoréeme de comparaison, (gn — gn+1) CV, puis
2n n
‘la suite (gy,) converge‘
4. a) 2 1+ L L
a 4= _=
] 2 2
2n 2n+2 2n
1 —1)* b 1)k 1 1
etHl—ng—Q;sionsupposekZ_l( ) =H, HQnalorsZ ) :kz_l( k:) 2n_|_1—&-2n+2donc
n+2 k
(—1)* ur 1 1 ( 1 ) ( 1 1 ) 1
= H, — M, — —(H, . — —— ) — (Hypro — _ _
g_:l k T T SRR Mo T g2 gl
1
S —H
2(n+ 1) n+1 2n+2
b) L de la série est déja établie en 1.1 d +OO(*l)k—r P lim (H, — Ha,). O
) La convergence de la série est déja établie en I.1 donc ; p = lm D anEOO( n— Hay,). On

introduit alors la suite (g,,) : Hy — Hap = (gn + In(n)) — (g2n + In(2n)) = g; — gon — In(2) et comme (g,) CV

+oo(

\
—_
=
3

—1n(2)

vers v, lim(g, — gan) =7 — v = 0, ce qui donne -

n=1

o 1 sin=3k
5. IR I S
2) COS("3) S sin=38k+loun=3k+2




On sépare cette fois la somme en trois :

3n COS(k‘G) n n—1 1/2 n—1 _1/2
2 :;3 ;317-1-1 2;)3;0-1—2

k=1

k=3p k=3p+1 k=3p+2

1
puis on rajoute les termes de la forme 3p avec un facteur —3 (le méme que dans les autres sommes) :

n—1 n—1 n n
cos(kf) 1 1 1 1 1 1 11 1 1
:,anf -— = *:*anan 7Hn
k 3 2<Z3p+1+;}3p+2+;3p>+2p=13p 3 gt g

T
I

3n
cos(kf) 1
O déduit = —(H, — Hs,
n en dédui Z ? 2( 3n)
k=1
o cos(k0)
La convergence de la série ayant déja été justifiée en I.2.d, 'examen de la suite extraite (Z 3 )
k=1 neN*

suffit & conclure

1 2
=-3 In3 pour 6 = ?ﬂ- en utilisant le développement asymptotique de 1.3.
k=

—

On pourrait a nouveau le prouver par récurrence ou bien de la fagon suivante :

- 1 1 1 I~ 1
=S — _ H _Z
Db Z4k+z4k—2 Z2k—1 sz—1

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

puis en séparant les termes pairs et impairs dans Ho,, :

i 1
=Y +Z2k—1 Hn*ém

k=1
S~—— A/_/
pairs impairs

1
Hs,, — —H,, puis Zbk = H — Hy,)

ce qui donne Z 1= 5

k=1

1
Avec le développement asymptotique de 1.3, on en déduit Z b, = —5 In2

n=1

On obtient une valeur différente de celle de I.4.b, bien que les termes de la somme soient les mémes dans un
ordre différent :

— la somme partielle de I.4.b est

1

DO =
Wl
]
S
=2

=

— celle de Z b,, est
(1+1 1)+(1+1 1>+<1+1 1)+
4 2 8 6 3 10 5 o
Ceci est di au fait que la série n’est pas absolument convergente donc en modifiant ’ordre des termes sur une

somme infinie, on peut en modifier la valeur. La commutativité de I’addition n’est une propriété valable que
pour les sommes finies.

0 0
< | cos(n ) car | cos(nf)| < 1 donc, avec le théoréme de comparaison des SATP, si Z cos(nb)
n

cos?(nf)

On a

n

est ACV alors Z M est aussi ACV
n

Ona ——~=—-|—+ 2
n 2\n n n n n

cos 2m9)

2 1/(1 2 1 2 2 1
cos” (nf) ( LS( n@)) donc — = 2% (n6) — 2COS( nb) donc la série Z — serait la somme de
n

serait elle aussi convergente car la somme

deux séries ACV donc serait convergente. En effet, Z



2k9 2n X | cos(kd
partielle de cette SATP vérifie Z cos( ’ Z ’ Z cos(k0) et est donc majorée. Comme
1 né
Z — est DV, on en déduit Z M n’est pas ACV
n n
Partie IT
N—-1 N—n—1
_]_)n-i-ltn _ (—l)N'HtN
1. C t -1 -1 k)"rltk = (=1 n+1tn —t h — (
a) Commet# —1,ona » (-1) (=1) Y (=t T+
k=n h=0
b) O /1t’“dt LI p te0,1] 0< * < t* donc 0 < dt < /t"’dt !
na = —— | et pour on a — onc — = —
) k+1|“P o 1+t 1 Ft k1
N (—1)k N-1 1
OnaR, = lim Z —— = lim (—1)F+1 / t* dt. Par linéarité de l'intégrale et d’apres la question
N> +o0 k N—+o0 0
k=n+1 k=n
N-1 1 1 1 1
-1 n+1tn — (=1 N+1tN -1 n+1tn -1 NtN
précédente, on a Z(fl)’““/ that = / (=1) (=1) dt = / ey dt+/ EDTH g
1 N4N 1 4N
—1)7¢ t
Deplus/Ldtg —dt — — 0
o 1+t o L+t N+1 No+o

1 1 1

-1 n+1tn — (=1 N+1tN -1 n+1tn $n

On en déduit donc lim / (=1) ) dt = / L dt et | R, = (_1)n+1/ dt
N—+o00 0 1 + t 0 1 + t 0 1 + t

1

¢l 1 Lo ¢+l 1 Lot —1
2. a) t— et t — sont C' sur [0,1] donc/ dt:{ x—} 7/ —— x ——dt
n+1 1+t o 1+t n+1 1+4+tl, Jo n+1  (1+1¢)?

t0</ ARV dt</ A . O<1)d R (_1)n+1+0<1>
S — T No B = = S 11 N — -
¢ o n+1 " (1+1¢)? o n+1 (n+1)(n+2) n2) CoN° 2n n?

—1)n+1 1
b) Z = converge (CSSA) et Z 3 converge absolument (Riemann) donc ZRn converge

2n
N N n 1 N 1 1 N+l
1 dx T
3. R, ”+1/de:—/ E —x"dxz—/int—lN*l/idmet
Z Z o 1+ 0 1+xn:0( ) o (1+w)? =1) o (1+w)?
1 N+l 1 1
x 1 -1 1
< 7d< N+1d B RN n:/id [
comme 0 /0 0+ T /Ox T NT32 Norm 0,on a T;OR NECESE T 5
Partie IT1
1 2\/n 2n—|—1
1. a) Onauw, —Un:7—2\/n+ + 2 .
) i vn+1 vn= ; vn
12
1 1 1 1
Puis 24/n(n+1) — 2n+1) = {2(14— —2—} l+%+0( ))—Q—E} :O(ﬁ)
Comme vn+1 ~ y/n, on en déduit v,11 — v, \f) la série Z Un41 — Vp) est donc absolument
n

convergente donc ‘ la suite (v,,) converge ‘

b) Cours (par comparaison avec une intégrale)

-2
2. a) Les fonctions t — (k+1—1t)(t — k) et t — 3372 sont C' sur [k, k + 1] donc

ML (k1 —t)(t—k) 4 — {—2(k+1—t)(t—k:)r+l+2 kel k12, 2 kel 2k+1-2
& $5/2 3¢3/2 5 3 & $3/2 3 & $3/2

-2
Les fonctions ¢ +— 2k 4+ 1 — 2t et ¢ — — sont C' sur [k, k + 1] donc

Vit

B+ 1—t)(t—k) . 2[22k+1-20]" 2 A4 a1 ) <
e 1 M ) B LR {6 S8 =) (R

1
b) vgy1 —vg = \/Tﬁ — 2Vk + 1+ 2Vk donc la question précédente nous donne

k+1 1— _
3/ (ht1-t)t—k) | _ 3
k

8 #5/2 S 8k2VE

1 1 1
w5 (g~ 1) =




<

car

(k+1t)(tk)‘

$5/2 = E5/2

¢) La suite (v,) converge vers L

Z (\/klﬁ — ;E) converge

‘L—vn—k

1
m':k
z;

+o0o 1
> (oo~ (

site [k k+1].

donc la série Z(U”H — vp,) converge et Z(Uk+1 —vg) = L — v,. De méme,

et

> (7m0

L))y
VE+T vk \k_

+oo 1 o 1
k5/2 n3/2

+oo
k=n
! On ad
n a donc
\/>
1
V41 — Vg — 5

()

P 1
On en déduit | U, =2vn+ L + — \f (n\/ﬁ)
3. a) cours: CSSA!
Tn: = — =
’ k=2n+1 vk k=1 ‘/E k=1 k= - V2E e\ D V2t
n 2n
1 1
d n=5-2) —+ S —V2U, + Usn
onc 5 > m L - 2\
1 1 1
¢) r27L:S—\f2<2\/ﬁ+L+2\/ﬁ) (2\/2n+L+W)+O(M):S+(1—\@)L—

2\/1% +0 (n\l/ﬁ)

d) 7o, est le reste d’une série convergente donc limra,, = 0, ce qui donne | S = (\/5 - 1)L

1

De plus 7y, =

n= G o)

1
- +O< ) uis rop41 = Ton +
2v2n Jn/) DU Tl = 02 2
donccommez

)n+1

2\/n

(Riemann), on en déduit que

E rn converge

1

1

= +
n+1) 2v/2n

1
converge (CSSA) et Z "

converge absolument
n

1
us généralement f(t) = 7o avec T > 0

+oo +oo

1
O (n\/ﬁ) ce qui donne

B Z (=P f(p)— Z (=D)L (k) = 2t,, — (=1)" T f(n+1) (un tel calcul

p=n+1 k=n+42

est possible car toutes les séries qui apparaissent sont convergentes).

Partie IV
1. a) f(t)=e" ou f(t)= 7etpl
b) CSSA
+oo
2. Ona Y (~)P[f(p)—f(p+1)]"E
p=n+1
On a donc t, = $

+oo

p=n+1

1
fn+1)+ 3 Z (=1)P[f(p) — f(p + 1)]. On commence par vérifier que la fonction

g:x > f(x)— f(xz+1) est positive (car f décroit), tend vers 0 (car f aussi) et décroit, car ¢'(x) = f'(x) — f'(x +1)

done, par croissance de f’, ¢'(z)
+oo
vérifie | Y (=1)7[f(p) — f(p+1)]

p= n+1
n+1

< 0. On en déduit que Z(—

< [f(n+1)—f(n+2)]. Onadonc t, =

PIf(p) —

-1 n+1

f(p+ 1)] vérifie le CSSA et que son reste

EV T fnt ) +0(fn+1) - fn+2).

La série Z f(n+1) CV par CSSA et Z (f(n+1) = f(n+2)) est ACV par télescopage car 1+im f(n)=0

Par somme on en déduit E t, converge

3. Comme f(n+1) ~ f(n+2), on a
1
2

fn+1) = f(n+2) = o(f(n+1)). La question précédente donne donc t, =

L™ f 4+ 1) + o(f(n + 1)) done t, ~ %(—1)”“]“(71 +1) et

ty ~

(-1)"

fn)

2




