
TD1 : Séries à termes positifs

Exercice 1
On pose un =

√
n + a

√
n + 1 + b

√
n + 2, où (a, b) ∈ R2. Déterminer (a, b) pour que

∑
un converge et calculer la somme

dans ce cas. (*)

Exercice 2 (CCP PSI 2017)

On pose an = 1
12 + 22 + · · · + n2 et on rappelle

n∑
k=1

k2 = n(n + 1)(2n + 1)
6 .

1. Montrer que
∑

an converge.

2. Soit Hn =
n∑

k=1

1
k

. Montrer que lim
n→+∞

(H2n+1 − Hn) = ln 2. (*)

3. Trouver (a, b, c) ∈ R3 tel que an = a

n
+ b

n + 1 + c

2n + 1 et en déduire la valeur de
∑
n⩾1

an. (*)

Exercice 3
Étudier, en fonction de α ∈ R, la nature de la série

∑Å 1
n!

ãα
n

. (*)

Exercice 4 (Mines-Télécom PSI 2024)

1. Montrer que ∀x ∈ R, ex ⩾ 1 + x.
Soit (xn)n∈N définie par x0 = 1 et ∀n ∈ N, xn+1 = ln (exn − xn).

2. Montrer que (xn)n∈N est bien définie.
3. Montrer que (xn)n∈N est monotone puis convergente.

4. Étudier la nature de
∑

xn. (*)

Exercice 5 (Mines-Télécom PSI 2022)

Soient α > 0, (un)n∈N une suite de réels strictement positifs, Sn =
n∑

k=1
uk et wn = un

Sα
n

.

1. On suppose que
∑

un converge. Quelle est la nature de
∑

wn ?

2. On suppose un = n. Nature de
∑

wn ?

3. On suppose un = 1
n

. Nature de
∑

wn ?

Indications

Exercice 1

DL avec une précision O

Å 1
n3/2

ã
avant de discuter.

Exercice 2
2. Soit une somme de Riemann, soit une comparaison avec une intégrale, soit montrer que la suite (Hn − ln(n))

converge.

3. Séparer les termes pairs/impairs dans H2n+1 pour transformer
n∑

k=1

1
2k + 1 .

Exercice 3
Réécrire la formule de Stirling avec un signe = pour pouvoir la composer par ln.

Exercice 4
4. D’Alembert


