Correction du DS2
(inspiré de Centrale PSI 2019 maths 2)

Partie I :

1.

a) On vérifie A2 =0 (et A # 0) donc ’ A est nilpotente d’indice 2 ‘
b) | Tr(A) = det(4) = 0|

1 2

0 _1' :—I#Odonc‘Best une base de (CQ‘

c) det(Matg,(e1,€2)) = ‘

d) Onau(e) = ey et u(ez) = u?(e1) = 0 donc Mats(u) = Jo et | A= PJ,P ' si P= <1 2 >

0 -1
1
a) €2 =(1,2,1) et on vérifie B| 2 | =0 donc m
1

b) OnaCy =3Cy, C3 =—TC; et Cy # 0 donc rg(B) = 1 puis dim(ker(u)) = 3—rg(B) = 2. Comme 3C; —C3 =0

les vecteurs g9 et | e3 = (3, —1,0) | sont deux vecteurs non colinéaires de ker(u) donc forment une base de ker(u).

11 3
c¢) On vérifie que B = (g1, ¢€2,€3) est une base de C* carsi | P=[ 0 2 —1 | |alors det(P) =1 # 0 et comme
01 0

on a Matg(u) = = diag(Jo, J1) et B = PMatp(u)P ™ .

S = O
o O O
o O O

€
u(e2) = u(es) =0’

Partie 11

1.
2.
3.

©

Si u est nilpotent d’indice 1 alors u' = 0 donc

Par définition de I'indice de nilpotence, on a u?~! # 0 donc ‘ 3z € E,uP~ Y (z) # 0‘

Si ax + Bu(x) + yu?(z) = 0 alors, en composant par u?~!, on a au?~ ' (x) + BuP(z) + yuP T (z) = 0 ce qui donne,
avec uf = uPt =0, auP~!(x) = 0 donc a = 0 puisque uP~'(x) # 0. 1l reste alors Bu(x) + yu?(x) = 0, on compose
cette fois par uP~2 (ce qui est possible car p—2 > 0) et on obtient de méme = 0. Reste enfin yu?(z) = 0 et comme

p >3, on a u*(x) # 0 donc on en déduit v = 0. Ainsi ‘ (z,u(z),u*(x)) est une famille libre‘

. On vient de construire une famille libre de 3 vecteurs alors que dim(E) = 2, ce qui est absurde. On en déduit p < 2

donc puisque p > 2 par hypothese.

. u* = 0 donc Im(u) C ker(u) puis rg(u) < dim(ker(u)) et, par le théoréme du rang, dim(Tm(u)) + dim(ker(u)) = 2.

On a donc deux possibilités : dim(Im(u)) = 0 et dim(ker(u)) = 2, ce qui donnerait v = 0 qui serait nilpotent
d’indice 1, ou bien dim(Im(u)) = dim(ker(u)) = 1 (qui est donc la seule possibilité). L’inclusion Im(u) C ker(u) et

Pégalité des dimensions donne donc ‘ Im(u) = ker(u) ‘

. Soit £9 un vecteur non nul Im(u) ; il existe donc &1 tel que e5 = u(e1). On vérifie alors que B = (g1, €3) est une base

de E : si ag; + Bea = 0 alors au(e;) 4+ fu®(e1) = 0 donc agy = 0, ce qui donne a = 0 car g5 # 0; reste fey = 0

donc = 0. B est donc une base de E puisque dim(E) = 2 et comme { ZE?; i 82 ,on a|Matg(u) = Ja
5) =

. Si A est nilpotente d’indice p alors soit p = 1 et A = 0, soit p = 2 et A est semblable & Jy; dans les deux cas,

on a Tr(A) = det(A) = 0 puisque Tr(J3) = det(J2) = 0. Réciproquement, soit A € My(C) qui vérifie les égalités
det(A) = Tr(A) =0;onaalors A = (Ccl —ba) avec a®+bc = 0. On vérifie alors A% = 0. On a donc bien I’équivalence

‘A € M5 (C) est nilpotente si et seulement si Tr(A4) = det(A) = O‘

. u* =0 donc si y = u(x) € Im(u), on a u(y) = u?(z) = 0 donc y € ker(u) et ‘Im(u) C ker(u) ‘ Par le théoreme du

rang, on a donc r < dim(ker(u)) =n — r donc

a) On choisit (¢1,...,e,) une base de Im(u); il existe donc (eq,...,e,) tels que u(e;) = ;. On prouve alors la
T

liberté de la famille B = (e1,u(e1),...,er,ule,)) : si Z(aiei + fiu(e;)) = 0, en composant par u et avec
i=1

u2(ei) =0, o0n a Zaiu(ei) =0 donc Z%ﬂ' = 0 qui donne «; = 0 pour ¢ € [1,r] par liberté de (e1,...,¢&,);

i=1 i=1
r

il reste alors Zﬁiu(ei) = 0 qui donne Vi € [1,7],8; = 0 pour la méme raison. La famille B est donc une
i=1

famille libre de 2r = dim(FE) vecteurs de E donc une



10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

b) Comme { u(e) = u(e:) ,ona ‘ Matg(u) = diag(Ja, ..., J2) € M2, (C) ‘

u(u(e;)) =0
a) On reprend la construction et les notations précédentes mais cette fois (e1,...,¢&,) est une base de Im(u) donc
une famille libre de ker(u) que l'on peut compléter par une famille de n—2r vecteurs (vy, ..., v,—2,) en une base
T n—2r
de ker(u). La famille B = (eq, u(ey), ..., e, u(er), vy, ..., Up_o.) est libre : si Z(aiei + Biu(e;)) + Z ~yiv; = 0,
i=1 i=1
T T n—2r
en composant par u, on a Z ag; =0 donc Vi €[[1,r],a; = 0; reste Z Bici + Z v;v; = 0 donc on en déduit
i=1 i=1 i=1
Vi e[1,r],8; =0 et Vi €[1,n —2r],~; = 0 par liberté de la famille (e1,...,&,,v1,...,Un_2.). La famille B
est donc libre, comporte 2r + n — 2r = n vecteurs donc ‘ B est une base de F ‘
u(e;) = ule;)
b) Comme { wu(u(e;)) =0 ,ona|Matg(u)=diag(Ja,...,Jo, J1,...,J1)
= —_— ——
u(vl) =0 r fois n—2r fois
On a AP =0 donc (det(A))? = 0 puis det(A) = 0 donc ‘ A n’est pas inversible‘

a) Fait en cours!
b) On a alors (cf cours) ker(u”) = ker(u"') pour tout h > k; comme ker(u?~') # E et ker(u?) = E, on a donc
p < k<n. Onaensuite u” =u’ ou""P =0

Si P = XPQ alors P(A) = APQ(A) =0 car AP =0

d d d
1

Si P = X" P(0) = 0 al AF = —agl,, donc A x [ —— AF | =1, donc A serait

i ’;ak avec P(0) = ap # 0 alors I;ak ao onc A x ( 2 ];ak onc A serai
inversible. Par contraposée, on en déduit | P(0) =0

d
a) Par choix de z, on a Q(u)(z) = 0 donc uP~! o Q(u)(z) = 0. Si on écrit Q sous la forme Q = Z arp X", alors
k=0

d
on a uP~! o Q(u)(z) = Zakuk“’*l(z) = apuP~!(x) car u*P71 = 0'si k = 1. On a donc aguP~'(z) = 0 et
k=0

ap = Q(0) # 0 donc m

b) On vient d’initialiser cette récurrence (pour k = 1). Si on suppose u*~*(z) = 0 pour tout i €[1,k] et k <p—1
p—k—1
fixé (récurrence forte) alors Q(u)(x) = Z aju’ (z) et Q(u)(x) = 0 par choix de . On compose alors par
j=0
p—k—1
uP~*~1 (possible car p —k —1 > 0) : on a donc 0 = u? %1 o Q(u)(z) = ajuP =1 (2) = aguP ()

(=)

S
B3

car uP~*71(z) = 0'si j > 1 par HR. Comme ag # 0, on en déduit P~ *+V(z) = 0 ce qui termine cette
récurrence.

¢) Pour k =p, on en déduit 0 = v’7P(z) = id(x) = . On a donc ker(Q(u)) = {0} et ‘ Q(A) est inversible‘

d) Ona P(A)=0donc A"Q(A) = 0; comme Q(A) est inversible, on en déduit A™ = 0 donc m > p par définition

de l'indice de nilpotence. On a alors P = X? x X™ PQ donc ‘ P est multiple de X? ‘

a) Si R? = B alors BR = R® = RB donc u et p commutent et ‘Im(u) et ker(u) sont stables par p‘

b) Sion note B’ = diag(Jz,J;), ona R? = B< (PR'P™")? =PB'P™'  P(R)’P"'=PB'P ' (R)? =D
car P est inversible. De plus R’ est la matrice de p dans la base B = (e1,£2,3) avec e5 € Im(u), stable
par p donc p(e2) € Im(u) = Vect{ea} et p(e2) = aes; de méme, e3 € ker(u), qui est stable par p, donc

a 0 O
p(e3) € ker(u) = Vect{ea,e3} et p(c3) = Bea + ve3. Ainsi, R est de la forme R' = | b « (3 |. Pour une
c 0 v
ad=a?=+2=0 a=a=v7=0
telle matrice R, on a (R')? = B' & ab+ba+cf =1 & be (C* . Les solutions sont donc les
ac+cy=0 ceC
af+py=0 B=c?!

0 0
matrices| R=P[b 0 ¢ ' |P tavecbeCetceC*
c 0




17. Si R? = Jy alors R* = J; = et R® = J3 = 0 donc R serait nilpotente d’indice 5 ou 6 ce qui est absurde

= o O
o O O
o O O

car p < 3 (d’apres C-12.b). Ainsi ’ R? = J3 ne possede pas de solution

18. a) Si R?> = V et V est nilpotente d’indice p alors R*? = V? = 0 donc R est nilpotente d’indice ¢ < 2p mais
R2=1 —yP=l £ 0 donc ¢ >2p—1)+1=2p—1 (donc ¢ = 2p — 1 ou ¢ = 2p). Comme, d’aprés C-12.b,
qg < n,si2p—1>n,un tel entier ¢ n’existe pas et ‘RQ =V n’a pas de solution‘

b) D’aprés D-15.b, il existe R € M3(C) telle que R* = B donc si on pose M = diag(B,0) € M, (C), on a
M? =0 car B? = 0 donc M est nilpotente d’indice p = 2. Si on pose S = diag(R,0) € M, (R) alors S* = M
donc M possede au moins une racine carrée.

Partie III
1. On a u(Im(u)) C Im(u) donc ‘ Im(u) est stable par u ‘ De plus, si y = u(z) € Im(u), on a vP ' (y) = uP(z) = 0 donc

v est nilpotent d’indice < p—1. Comme u est nilpotent d’indice p, u?~* # 0 donc il existe 2 € E tel que uP~'(z) #0;

pour un tel z, on a y = u(x) € Im(u) et vP~?(y) = uP~*(z) # 0 donc vP "2 # 0 et ‘ v est nilpotent d’indice p — 1 ‘

2. Pour tout k € N, on a u (uk(m)) = w1 (z) € Cy(2) donc ‘ Cy(x) est stable par u‘

Si on définit I’ensemble I, = {k € N, uk(x) = 0}, cet ensemble est une partie de N, non vide car p € I, donc I, admet
un plus petit élément s(z). On a obligatoirement s(z) > 1 car sinon on aurait 0 = v*@(z) = u°(z) = idp(z) =
ce qui est absurde.

3. On prouve par récurrence sur k € [1,s(z)] que gus(”)_k(x),us(”)_k+1(x), L ut @7 (2)) est libre : pour k = 0,
comme u*@ "1z £ 0 par minimalité de s(z), (u*®~1(z)) est libre. Si on suppose (u*®F(z), ... u*@~(x)) libre
s(z)—1
pour k < s(x) — 1 et si Z a;u'(z) = 0, en composant par u*, on a as(z),k,lus(z)_l(x) =0carut*(z)=0
=s(z)—k—1
s(x)—1
pour i > s(z) — k; comme u*®~1(z) # 0, on en déduit Qg(z)—k—1 = 05 il reste alors Z a;u'(x) = 0 qui donne
i=s(x)—k
Qg(z)—k = "+ = Qg(z)—1 = 0 par HR. Pour k = s(z), on en conclut que (z,u(x),... ,u*®~1(2)) est une famille libre
de C,(z).
On prouve maintenant que cette famille engendre Cy(z) : si k > s(x) alors u*(z) = 0 € Vect{z,...,u*® " ()}
donc | B, = (x,...,u*™®~1(x)) est une base de O, (z) | Par construction de cette base, on a ‘ Matp, (we) = Jy(a)

4. Pour p = 1,onau = 0 donc Cy,(z) = Vect{x} pour tout vecteur z # 0. Il suffit donc de prendre une base (x1, ..., 2,)
de Eetona E = @ Cy(x;) donc le résultat est vrai.
1<i<n
On suppose que pour tout endomorphisme nilpotent d’indice p — 1 d’un sous-espace F' quelconque, une telle dé-
composition de F' existe. On choisit alors u nilpotent d’indice p de E. D’apres II1.1, 'endomorphisme v induit par
U Sur Im( ) est nilpotent d’indice p — 1; on peut donc lui appliquer 'HR : il existe (y1,...,y:) € Im(u)" tels que

Im(u @ Cy(yi). Comme y; € Im(u ) il existe x; € E tel que y; = u(x;).
1<igt

On commence alors par vérifier s, (z;) = s,(yi) + 1 : v (z) = w* @) (y) = v**W)(y;) = 0 donc on a
su(ti) < so(yi) + 1, puis u® W) (2;) = w7 (y) = v WL () #£ 0 done sy (x;) = 1 + s,(y;) dont on déduit
dim(Cy(x;)) = 1+ dim(Cy(y;))-

Les vecteurs u*@) ™1 (), 1 < i < ¢ sont ¢ vecteurs libres (car u*®) =1 (z;) # 0 et w*@) 7 (z;) = w* @) =2(y;) € C, (m)
car s(x;) > 2 sinon on aurait y; = u(x;) = 0) de ker(u); on peut donc compléter cette famille libre par z1,..., 2,
de fagon a former une base de ker(u). Avec les notations précédentes, on a donc dim(ker(u)) = ¢ + ¢. Comme
zi, € ker(u), on a u(z;) = 0 donc s(zx) =1 et Cy(2x) = Vect{z;}.

Reste a vérifier £ = @ Culz) | ® @ Cu(z) | :siz € E, on a u(x) € Im(u @ Cy(y;) donc
1<i<t 1<i<q 1<igt
t s(yi)—1 s(yi)—1
= Z yi avec y, € Cy(y;) donc y; = Z apu®(y;) = Z aput T () ; on en déduit qu'il existe 3! € C(z;)
i=1 k=0 k=0
¢ ¢ ¢
tel que y; = u(y}'). On pose alors 2’ = x — Zy . On a ainsi u(z’) Zu u(z) — Zy: = 0 donc
i=1 i=1 i=1
¢’ € ker(u) = Vect{u* @)™ (xy), ..., ut @) (a,), 21,0 24 )
t
On en déduit z = 2’ + Zyg' € Z Culz) | + Z Culz) | et E= Culz) | + Cu(z)

i=1 1<i<t 1<i<q 1<i<t 1<i<q



Enfin, (Z dim(C’u(in))>+< Z dim(C,
1 1

<i<t <i<q

ce qui prouve que la somme précédente est directe.

(Zz'))) = < > (i) - 1)) +(
1<t 1

|

@ Cu (177)

1<i<t

(o)
1<i<gq

5. On a ‘ Matg(u) = diag(Js(z,), - - -5 Js(ar)) ‘

) = dim(Im(u))+q = dim(E)



