
Correction du DS2
(inspiré de Centrale PSI 2019 maths 2)

Partie I :
1. a) On vérifie A2 = 0 (et A ̸= 0) donc A est nilpotente d’indice 2

b) Tr(A) = det(A) = 0

c) det(MatBc
(ε1, ε2)) =

∣∣∣∣1 2
0 −1

∣∣∣∣ = −1 ̸= 0 donc B est une base de C2

d) On a u(ε1) = ε2 et u(ε2) = u2(ε1) = 0 donc MatB(u) = J2 et A = PJ2P −1 si P =
Å

1 2
0 −1

ã
2. a) ε2 = (1, 2, 1) et on vérifie B

Ñ
1
2
1

é
= 0 donc u(ε2) = 0

b) On a C2 = 3C1, C3 = −7C1 et C1 ̸= 0 donc rg(B) = 1 puis dim(ker(u)) = 3− rg(B) = 2. Comme 3C1 −C2 = 0
les vecteurs ε2 et ε3 = (3, −1, 0) sont deux vecteurs non colinéaires de ker(u) donc forment une base de ker(u).

c) On vérifie que B = (ε1, ε2, ε3) est une base de C3 car si P =

Ñ
1 1 3
0 2 −1
0 1 0

é
alors det(P ) = 1 ̸= 0 et commeß

u(ε1) = ε2
u(ε2) = u(ε3) = 0 , on a MatB(u) =

Ñ
0 0 0
1 0 0
0 0 0

é
= diag(J2, J1) et B = P MatB(u)P −1.

Partie II
1. Si u est nilpotent d’indice 1 alors u1 = 0 donc u = 0

2. Par définition de l’indice de nilpotence, on a up−1 ̸= 0 donc ∃x ∈ E, up−1(x) ̸= 0

3. Si αx + βu(x) + γu2(x) = 0 alors, en composant par up−1, on a αup−1(x) + βup(x) + γup+1(x) = 0 ce qui donne,
avec up = up+1 = 0, αup−1(x) = 0 donc α = 0 puisque up−1(x) ̸= 0. Il reste alors βu(x) + γu2(x) = 0, on compose
cette fois par up−2 (ce qui est possible car p−2 ⩾ 0) et on obtient de même β = 0. Reste enfin γu2(x) = 0 et comme
p ⩾ 3, on a u2(x) ̸= 0 donc on en déduit γ = 0. Ainsi (x, u(x), u2(x)) est une famille libre

4. On vient de construire une famille libre de 3 vecteurs alors que dim(E) = 2, ce qui est absurde. On en déduit p ⩽ 2
donc p = 2 puisque p ⩾ 2 par hypothèse.

5. u2 = 0 donc Im(u) ⊂ ker(u) puis rg(u) ⩽ dim(ker(u)) et, par le théorème du rang, dim(Im(u)) + dim(ker(u)) = 2.
On a donc deux possibilités : dim(Im(u)) = 0 et dim(ker(u)) = 2, ce qui donnerait u = 0 qui serait nilpotent
d’indice 1, ou bien dim(Im(u)) = dim(ker(u)) = 1 (qui est donc la seule possibilité). L’inclusion Im(u) ⊂ ker(u) et
l’égalité des dimensions donne donc Im(u) = ker(u)

6. Soit ε2 un vecteur non nul Im(u) ; il existe donc ε1 tel que ε2 = u(ε1). On vérifie alors que B = (ε1, ε2) est une base
de E : si αε1 + βε2 = 0 alors αu(ε1) + βu2(ε1) = 0 donc αε2 = 0, ce qui donne α = 0 car ε2 ̸= 0 ; reste βε2 = 0

donc β = 0. B est donc une base de E puisque dim(E) = 2 et comme
ß

u(ε1) = ε2
u(ε2) = 0 , on a MatB(u) = J2

7. Si A est nilpotente d’indice p alors soit p = 1 et A = 0, soit p = 2 et A est semblable à J2 ; dans les deux cas,
on a Tr(A) = det(A) = 0 puisque Tr(J2) = det(J2) = 0. Réciproquement, soit A ∈ M2(C) qui vérifie les égalités

det(A) = Tr(A) = 0 ; on a alors A =
Å

a b
c −a

ã
avec a2 +bc = 0. On vérifie alors A2 = 0. On a donc bien l’équivalence

A ∈ M2(C) est nilpotente si et seulement si Tr(A) = det(A) = 0

8. u2 = 0 donc si y = u(x) ∈ Im(u), on a u(y) = u2(x) = 0 donc y ∈ ker(u) et Im(u) ⊂ ker(u) Par le théorème du
rang, on a donc r ⩽ dim(ker(u)) = n − r donc 2r ⩽ n

9. a) On choisit (ε1, . . . , εr) une base de Im(u) ; il existe donc (e1, . . . , er) tels que u(ei) = εi. On prouve alors la

liberté de la famille B = (e1, u(e1), . . . , er, u(er)) : si
r∑

i=1
(αiei + βiu(ei)) = 0, en composant par u et avec

u2(ei) = 0, on a
r∑

i=1
αiu(ei) = 0 donc

r∑
i=1

αiεi = 0 qui donne αi = 0 pour i ∈ [[ 1, r ]] par liberté de (ε1, . . . , εr) ;

il reste alors
r∑

i=1
βiu(ei) = 0 qui donne ∀i ∈ [[ 1, r ]] , βi = 0 pour la même raison. La famille B est donc une

famille libre de 2r = dim(E) vecteurs de E donc une base de E



b) Comme
ß

u(ei) = u(ei)
u(u(ei)) = 0 , on a MatB(u) = diag(J2, . . . , J2) ∈ M2r(C)

10. a) On reprend la construction et les notations précédentes mais cette fois (ε1, . . . , εr) est une base de Im(u) donc
une famille libre de ker(u) que l’on peut compléter par une famille de n−2r vecteurs (v1, . . . , vn−2r) en une base

de ker(u). La famille B = (e1, u(e1), . . . , er, u(er), v1, . . . , vn−2r) est libre : si
r∑

i=1
(αiei +βiu(ei))+

n−2r∑
i=1

γivi = 0,

en composant par u, on a
r∑

i=1
αεi = 0 donc ∀i ∈ [[ 1, r ]] , αi = 0 ; reste

r∑
i=1

βiεi +
n−2r∑
i=1

γivi = 0 donc on en déduit

∀i ∈ [[ 1, r ]] , βi = 0 et ∀i ∈ [[ 1, n − 2r ]] , γi = 0 par liberté de la famille (ε1, . . . , εr, v1, . . . , vn−2r). La famille B
est donc libre, comporte 2r + n − 2r = n vecteurs donc B est une base de E

b) Comme

 u(ei) = u(ei)
u(u(ei)) = 0
u(vi) = 0

, on a MatB(u) = diag(J2, . . . , J2︸ ︷︷ ︸
r fois

, J1, . . . , J1︸ ︷︷ ︸
n−2r fois

)

11. On a Ap = 0 donc (det(A))p = 0 puis det(A) = 0 donc A n’est pas inversible

12. a) Fait en cours !
b) On a alors (cf cours) ker(uh) = ker(uh+1) pour tout h ⩾ k ; comme ker(up−1) ̸= E et ker(up) = E, on a donc

p ⩽ k ⩽ n. On a ensuite un = up ◦ un−p = 0
13. Si P = XpQ alors P (A) = ApQ(A) = 0 car Ap = 0

14. Si P =
d∑

k=0
akXk avec P (0) = a0 ̸= 0 alors

d∑
k=1

akAk = −a0In donc A ×

(
− 1

a0

d∑
k=1

akAk

)
= In donc A serait

inversible. Par contraposée, on en déduit P (0) = 0

15. a) Par choix de x, on a Q(u)(x) = 0 donc up−1 ◦ Q(u)(x) = 0. Si on écrit Q sous la forme Q =
d∑

k=0
akXk, alors

on a up−1 ◦ Q(u)(x) =
d∑

k=0
akuk+p−1(x) = a0up−1(x) car uk+p−1 = 0 si k ⩾ 1. On a donc a0up−1(x) = 0 et

a0 = Q(0) ̸= 0 donc up−1(x) = 0

b) On vient d’initialiser cette récurrence (pour k = 1). Si on suppose up−i(x) = 0 pour tout i ∈ [[ 1, k ]] et k ⩽ p − 1

fixé (récurrence forte) alors Q(u)(x) =
p−k−1∑

j=0
ajuj(x) et Q(u)(x) = 0 par choix de x. On compose alors par

up−k−1 (possible car p − k − 1 ⩾ 0) : on a donc 0 = up−k−1 ◦ Q(u)(x) =
p−k−1∑

j=0
ajup−k−1+j(x) = a0up−k−1(x)

car up−k−1+j(x) = 0 si j ⩾ 1 par HR. Comme a0 ̸= 0, on en déduit up−(k+1)(x) = 0 ce qui termine cette
récurrence.

c) Pour k = p, on en déduit 0 = up−p(x) = id(x) = x. On a donc ker(Q(u)) = {0} et Q(A) est inversible
d) On a P (A) = 0 donc AmQ(A) = 0 ; comme Q(A) est inversible, on en déduit Am = 0 donc m ⩾ p par définition

de l’indice de nilpotence. On a alors P = Xp × Xm−pQ donc P est multiple de Xp

16. a) Si R2 = B alors BR = R3 = RB donc u et ρ commutent et Im(u) et ker(u) sont stables par ρ

R4 = B2 = 0 donc ρ est nilpotent
b) Si on note B′ = diag(J2, J1), on a R2 = B ⇔ (PR′P −1)2 = PB′P −1 ⇔ P (R′)2P −1 = PB′P −1 ⇔ (R′)2 = B′

car P est inversible. De plus R′ est la matrice de ρ dans la base B = (ε1, ε2, ε3) avec ε2 ∈ Im(u), stable
par ρ donc ρ(ε2) ∈ Im(u) = Vect{ε2} et ρ(ε2) = αε2 ; de même, ε3 ∈ ker(u), qui est stable par ρ, donc

ρ(ε3) ∈ ker(u) = Vect{ε2, ε3} et ρ(ε3) = βε2 + γε3. Ainsi, R′ est de la forme R′ =

Ñ
a 0 0
b α β
c 0 γ

é
. Pour une

telle matrice R′, on a (R′)2 = B′ ⇔


a2 = α2 = γ2 = 0
ab + bα + cβ = 1
ac + cγ = 0
αβ + βγ = 0

⇔


a = α = γ = 0
b ∈ C
c ∈ C∗

β = c−1

. Les solutions sont donc les

matrices R = P

Ñ
0 0 0
b 0 c−1

c 0 0

é
P −1 avec b ∈ C et c ∈ C∗



17. Si R2 = J3 alors R4 = J2
3 =

Ñ
0 0 0
0 0 0
1 0 0

é
et R6 = J3

3 = 0 donc R serait nilpotente d’indice 5 ou 6 ce qui est absurde

car p ⩽ 3 (d’après C-12.b). Ainsi R2 = J3 ne possède pas de solution

18. a) Si R2 = V et V est nilpotente d’indice p alors R2p = V p = 0 donc R est nilpotente d’indice q ⩽ 2p mais
R2(p−1) = V p−1 ̸= 0 donc q ⩾ 2(p − 1) + 1 = 2p − 1 (donc q = 2p − 1 ou q = 2p). Comme, d’après C-12.b,
q ⩽ n, si 2p − 1 > n, un tel entier q n’existe pas et R2 = V n’a pas de solution

b) D’après D-15.b, il existe R ∈ M3(C) telle que R2 = B donc si on pose M = diag(B, 0) ∈ Mn(C), on a
M2 = 0 car B2 = 0 donc M est nilpotente d’indice p = 2. Si on pose S = diag(R, 0) ∈ Mn(R) alors S2 = M
donc M possède au moins une racine carrée.

Partie III
1. On a u(Im(u)) ⊂ Im(u) donc Im(u) est stable par u De plus, si y = u(x) ∈ Im(u), on a vp−1(y) = up(x) = 0 donc

v est nilpotent d’indice ⩽ p−1. Comme u est nilpotent d’indice p, up−1 ̸= 0 donc il existe x ∈ E tel que up−1(x) ̸= 0 ;
pour un tel x, on a y = u(x) ∈ Im(u) et vp−2(y) = up−1(x) ̸= 0 donc vp−2 ̸= 0 et v est nilpotent d’indice p − 1

2. Pour tout k ∈ N, on a u
(
uk(x)

)
= uk+1(x) ∈ Cu(x) donc Cu(x) est stable par u

Si on définit l’ensemble Ix = {k ∈ N, uk(x) = 0}, cet ensemble est une partie de N, non vide car p ∈ Ix donc Ix admet
un plus petit élément s(x). On a obligatoirement s(x) ⩾ 1 car sinon on aurait 0 = us(x)(x) = u0(x) = idE(x) = x
ce qui est absurde.

3. On prouve par récurrence sur k ∈ [[ 1, s(x) ]] que (us(x)−k(x), us(x)−k+1(x), . . . , us(x)−1(x)) est libre : pour k = 0,
comme us(x)−1x ̸= 0 par minimalité de s(x), (us(x)−1(x)) est libre. Si on suppose (us(x)−k(x), . . . , us(x)−1(x)) libre

pour k ⩽ s(x) − 1 et si
s(x)−1∑

i=s(x)−k−1

αiu
i(x) = 0, en composant par uk, on a αs(x)−k−1us(x)−1(x) = 0 car ui+k(x) = 0

pour i ⩾ s(x) − k ; comme us(x)−1(x) ̸= 0, on en déduit αs(x)−k−1 = 0 ; il reste alors
s(x)−1∑

i=s(x)−k

αiu
i(x) = 0 qui donne

αs(x)−k = · · · = αs(x)−1 = 0 par HR. Pour k = s(x), on en conclut que (x, u(x), . . . , us(x)−1(x)) est une famille libre
de Cu(x).
On prouve maintenant que cette famille engendre Cu(x) : si k ⩾ s(x) alors uk(x) = 0 ∈ Vect{x, . . . , us(x)−1(x)}
donc Bx = (x, . . . , us(x)−1(x)) est une base de Cu(x) Par construction de cette base, on a MatBx

(wx) = Js(x)

4. Pour p = 1, on a u = 0 donc Cu(x) = Vect{x} pour tout vecteur x ̸= 0. Il suffit donc de prendre une base (x1, . . . , xn)
de E et on a E =

⊕
1⩽i⩽n

Cu(xi) donc le résultat est vrai.

On suppose que pour tout endomorphisme nilpotent d’indice p − 1 d’un sous-espace F quelconque, une telle dé-
composition de F existe. On choisit alors u nilpotent d’indice p de E. D’après III.1, l’endomorphisme v induit par
u sur Im(u) est nilpotent d’indice p − 1 ; on peut donc lui appliquer l’HR : il existe (y1, . . . , yt) ∈ Im(u)t tels que
Im(u) =

⊕
1⩽i⩽t

Cv(yi). Comme yi ∈ Im(u), il existe xi ∈ E tel que yi = u(xi).

On commence alors par vérifier su(xi) = sv(yi) + 1 : usv(yi)+1(xi) = usv(yi)(yi) = vsv(yi)(yi) = 0 donc on a
su(xi) ⩽ sv(yi) + 1, puis usv(yi)(xi) = usv(yi)−1(yi) = vsv(yi)−1(yi) ̸= 0 donc su(xi) = 1 + sv(yi) dont on déduit
dim(Cu(xi)) = 1 + dim(Cv(yi)).
Les vecteurs us(xi)−1(xi), 1 ⩽ i ⩽ t sont t vecteurs libres (car us(xi)−1(xi) ̸= 0 et us(xi)−1(xi) = us(xi)−2(yi) ∈ Cv(yi)
car s(xi) ⩾ 2 sinon on aurait yi = u(xi) = 0) de ker(u) ; on peut donc compléter cette famille libre par z1, . . . , zq

de façon à former une base de ker(u). Avec les notations précédentes, on a donc dim(ker(u)) = t + q. Comme
zk ∈ ker(u), on a u(zk) = 0 donc s(zk) = 1 et Cu(zk) = Vect{zk}.

Reste à vérifier E =

Ñ ⊕
1⩽i⩽t

Cu(xi)

é
⊕

Ñ ⊕
1⩽i⩽q

Cu(zi)

é
: si x ∈ E, on a u(x) ∈ Im(u) =

⊕
1⩽i⩽t

Cv(yi) donc

u(x) =
t∑

i=1
y′

i avec y′
i ∈ Cu(yi) donc y′

i =
s(yi)−1∑

k=0
αkuk(yi) =

s(yi)−1∑
k=0

αkuk+1(xi) ; on en déduit qu’il existe y′′
i ∈ Cu(xi)

tel que y′
i = u(y′′

i ). On pose alors x′ = x −
t∑

i=1
y′′

i . On a ainsi u(x′) = u(x) −
t∑

i=1
u(y′′

i ) = u(x) −
t∑

i=1
y′

i = 0 donc

x′ ∈ ker(u) = Vect{us(x1)−1(x1), . . . , us(xt)−1(xt), z1, . . . , zq}.

On en déduit x = x′ +
t∑

i=1
y′′

i ∈

Ñ ∑
1⩽i⩽t

Cu(xi)

é
+

Ñ ∑
1⩽i⩽q

Cu(zi)

é
et E =

Ñ ∑
1⩽i⩽t

Cu(xi)

é
+

Ñ ∑
1⩽i⩽q

Cu(zi)

é



Enfin,

Ñ∑
1⩽i⩽t

dim(Cu(xi))

é
+

Ñ∑
1⩽i⩽q

dim(Cu(zi))

é
=

Ñ ∑
1⩽i⩽t

(s(xi) − 1)

é
+

Ñ ∑
1⩽i⩽q

1

é
= dim(Im(u))+q = dim(E)

ce qui prouve que la somme précédente est directe.

E =

Ñ ⊕
1⩽i⩽t

Cu(xi)

é
⊕

Ñ ⊕
1⩽i⩽q

Cu(zi)

é
5. On a MatB(u) = diag(Js(x1), . . . , Js(xt))


