Espaces préhilibertiens

I Projections et bases orthonormales

Exercice 1 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Solution

Déterminer la matrice dans la base canonique de R*, canoniquement euclidien, de la projection orthogonale sur F =
Vect{(1,1,0,1),(1,1,1,0)}.

Exercice 2 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Solution|
Soit F = {(z,y,z,t) ER4\x+y+z+t=x—y—z+t=O}.
1. Montrer que F est un plan de R* et en déterminer une base.
2. Donner la matrice dans la base canonique de R*, de la projection orthogonale sur F (pour le produit scalaire usuel).
3. Soit u = (1,1,1,1). Déterminer d(u, F*).
Exercice 3 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Solution/
Soit R* euclidien, muni de sa base canonique B = (e1,e2,e3,€4)
1. Trouver une base orthonormale de H engendré par a = e; +e2 +e3 et b=e; —eq4.

2. Donner la matrice dans B de la projection orthogonale sur H.
3. Calculer d(ey, H).

Exercice 4 (Mines-Télécom PSI 2024) |/Solution |

On considére R* muni de son produit scalaire canonique. Soient X = et H = Vect{X,Y}. Ecrire la

e
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matrice, dans la base canonique, de la projection orthogonale sur H.

Exercice 5 |[Solution|

Dans R? euclidien, former la matrice dans la base canonique de la réflexion par rapport au plan d’équation az+by-+cz = 0,
ot n = (a, b, c) est supposé unitaire.

Exercice 6 (CPP PSI 2017) |[[Solution

Dans R? canoniquement euclidien, écrire la matrice, dans la base canonique, de la projection orthogonale sur le plan
d’équation x — 2y + z = 0.

Exercice 7 (CCINP PSI 2024) |/Solution/
Soit E = C%([0, 7], R) que 'on munit du produit scalaire (f|g) = / f(t)g(t)dt. On pose G = {t € E,t" +t =0}
0

1. Montrer qu'il existe t1, ty tels que G = Vect{t1,t2}
2. Calculer (tq[t2)

3. En déduire I'expression de la projection orthogonale de f € E sur G

Exercice 8 (CCINP PSI 2018) |[Solution|

u et v étant deux vecteurs distincts et non nuls de F, espace euclidien, on note H I'hyperplan normal & u — v et rg la
réflexion par rapport & H (symétrie orthogonale par rapport a H.

1. Montrer que s’il existe une réflexion r telle que r(u) = v alors ||u|| = ||v||

2. Démontrer la réciproque.
indication : vérifier que si ||ul| = ||Jv|| alors u+v L u—wv.

3. Application : on se place dans R* canoniquement euclidien avec v = (1, —1,1,0) et v = (0, —1,1, 1) ; écrire la matrice
dans la base canonique de la réflexion qui échange u et v.

Exercice 9 (Centrale PSI 2021) |/Solution/
Soit ¢(x) = e
1. Montrer que ¢ est C*® sur R et qu'il existe P, € R[X] tel que ¢™) = P, x ¢.
Quel est le degré de P, ?

—+o0
2. Montrer que (P, )nen est orthogonale pour le produit scalaire (P|Q) = / P)Q(t)o(t)dt
—00
indication : IPP sur (Pp|Py) sin <m
3. Montrer que P, est scindé a racines simples.
indication : vérifier que P, L R, _1[X] et, en supposant que P, posséde au plus n — 1 racines, considérer (P,|Q)
avec QQ qui change de signe en méme temps que Py,



Exercice 10 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Solution
+oo
On pose, pour n € N, I,, = / the~t dt
0
1. Justifier I'existence de I,, et déterminer sa valeur

“+oo
2. Montrer que (P|Q) = / P(t)Q(t)e~" dt définit un produit scalaire sur R[X]
0

e’ d" (=™

= — (e_z ") Montrer que L,, est un polynéme de degré n et de coefficient dominant
n! dz" nl

4. Montrer que (L, )nen est une famille orthonormale.
indication : calculer (L;|L;) avec i < j par IPP

3. On pose L,

5. Montrer que L,, est scindé & racines simples dans R™.
indication : introduire les points ot L, change de signe sur RT et raisonner par labsurde en introduisant un
polyndéme simple qui change de signe en méme temps que L,, sur RT.

IT Produits scalaires

Exercice 11 (Mines-Télécom PSI 2018) W
Montrer que (f|g) = / f'(t)g (t) dt définit un produit scalaire sur E = C*([0, 1], R).

Exercice 12 (Mines-Ponts PC 2014) |/Solution/ W
1. Montrer que (f|g) = / f'(t)g'(t) dt est un produit scalaire sur C*([—1, 1], R).
2. Trouver une base orthonormale de Ry[X].

Exercice 13 (Mines-Télécom PSI 2024) [[Solution]]

Pour P, @ € R,[X], on pose (P|Q) = ZP(k) Q(k) (a) pour a € R fixé

1. Montrer que (|) est un produit scalau"e sur R, [X]
2. Montrer que E = {P € R,[X], P(a) = 0} est un sous espace vectoriel de R,[X]; déterminer dim(E) et d(1, E)

3. Trouver une base orthonormale de R,,[X]

Exercice 14 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution/
Soit F 'espace des suites réelles de période 4

1. Montrer que F est un espace vectoriel et en déterminer une base.

indication : utiliser ¢ : u € E > (ug, u1, ug, usz) pour trowver la dimension de E

4
2. Montrer que ¢ : (u,v) € E* — Z(kuk — Up41)(kvk — vk+1) est un produit scalaire sur E.
k=1

3. En donner une base orthonormale

indication : poser x = kug — uk41 et yp = kvg — vgp1 et commencer par « deviner » ce qui conviendrait pour xy, et

yr stk €[1,4].

Exercice 15 (Mines-Ponts PSI 2023) [/Solution|
3

X -k
Soient E = R3[X] et L; = H 5, bowr i €[0,3]

k=0
k;éi
1. Calculer, pour 0 < 4,5 < 3, L;(j) et en déduire que (L;);g[o,3) est une base de E.
3
2. Montrer que (P|Q) = Z D) Q(E) + Q(1)) définit un produit scalaire sur F

3. Déterminer une base orthonormale de E.

Exercice 16 (Mines-Ponts PC 2011) W
B(X,Y) = Z LiYi est-il un produit scalaire sur R™ ?
1<igen '

1 ] .
indication : remarquer que = / e de.
14+ j 0

Exercice 17 (Mines-Ponts MP 2014) |/Solution|



1. Montrer que (P|Q) =

1 2w ) )
o Re < Ple=™Q(e™) dt) est un produit scalaire sur R[X] pour lequel la base canonique
™ 0

est orthonormée.

2. Montrer que |P|| < sup |P(z)| puis qu’il existe un unique P de norme 1 et de degré n tel que sup |P(z)| = 1.
|z|=1 |z|=1

1
3. Soit P de degré n tel que P(0) =1 et P(1) = 0. Montrer que sup |P(z)| > {/1+ —.
|21=1 n

Exercice 18 (Centrale PSI 2014) |/Solution
+o0
1. Montrer que (P|Q) = / P(t)Q(t)e_’52 dt est un produit scalaire sur R[X].

— 00
2. Montrer qu’il existe une unique famille de polynémes (P, ),cn orthogonale et telle que P, soit de degré n et de
coefficient dominant 1.
3. Montrer que P, est de la méme parité que n.

4. Montrer que P, est scindé sur R.

Exercice 19 (TPE-EIVP PSI 2019) |/Solution/

Soient a < bet f € Cl([a, b]). Montrer que /(f(u)—f(a))2 du < b —261)2

b
/ f'(u)? du ; on pourra majorer (f(z)— f(a))?
en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz. ‘
Etudier le cas d’egahte

indication : f(u / it

Exercice 20 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution/ W
Soit f € €°([0,1],R) positive

2 1 1
1. Montrer (/ f@)? dt> < (/ (@) dt) </ f(t)? dt) et caractériser 1'égalité.
0

2. On suppose de plus f € C'([0,1]), f( =0et f'(x) € [0,1] pour tout z € [0, 1].

Montrer/ f(t)3dt < (/ ft dt)

indication : vérifier f(x 0,1].

IIT Orthogonalité

Exercice 21 (Mines-Ponts PSI 2024) |/Solution) W
Soient E = C%([0,1,R), V ={f € E, f(0)=f(1) =0} et W={f € E, f = f"}.

1
1. Montrer que (f|g) = / (f(®)g(t) + f'(t)g'(t)) dt est un produit scalaire sur F.
0

2. V et W sont-ils orthogonaux ? Supplémentaires orthogonaux ?
Exercice 22 (CCINP PSI 2019) [/Solution
1

1. Montrer que < f,g >= / u(t)v(t) dt est un produit scalaire sur £ = C°([~1,1],R).

2. On pose F = {u € E,Vz € [0,1],u(z) = 0} et G = {u € E,Vz € [-1,0],u(z) = 0}. Montrer que F L. G. F et G
sont-ils supplémentaires 7

3. Justifier G C F*.
0 sizelo,1]
4. On veut montrer que G = F1 : pour g € F*, on pose f,,(z) = g(0) size[-1,-1/n] ; calculer < f,,g > et
affine sur [—1/n,0]
0

montrer que g(0) / g(t)dt = 0.
—1
Conclure en utilisant f nulle sur [0,1] et f(z) = g(z) — g(0) sur [—1,0].



IV Etudes d’endomorphismes
Exercice 23 (CCINP PSI 2022) [/Solution

Soit A € M,,(R) antisymétrique et f canoniquement associé; on munit R" du produit scalaire canonique.

1. Montrer que Y(z,y) € (R")?, (z|f(y)) = —(f(2)[y)
2. Montrer que det(f) = (—1)" det(f). Qu’en déduit-on?
3. Montrer que f induit sur Im(f) un endomorphisme injectif. Que peut-on en déduire sur dim(Im(f))?

0 0 O
4. On suppose n = 3. Montrer qu'il existe une base B de R? telle que Matg(f)={ 0 0 —a
0 a O

f est-il diagonalisable ?
Exercice 24 (Mines-Télécom PSI 2024)
Soit f € L(F), E euclidien, tel que V(z,y) € B,z Ly = f(x) L f(y).
1. Montrer que I'image des vecteurs d’une base orthonormée de E sont toutes de méme norme (on la note p).
2. Montrer que Vz € E, || f(z)|| = ullz|.
Exercice 25 (Mines-Télécom PSI 2023)
Soient E un espace euclidien, u,v € F linéairement indépendants et ¢ : x € E — (v|x)u — (u|z)v
1. Montrer que F' = Vect{u, v} et son orthogonal sont supplémentaires
2. Ecrire la matrice de ¢ dans une base adaptée & cette décomposition
3. p est-il diagonalisable ?
Exercice 26 (Mines-Télécom PSI 2024)
Soient E un espace euclidien et f € L(F) tel que Yu € E, (f(u)|u) =0
1. Développer (f(z 4+ y)|z + y)
2. En déduire une relation entre (f(z)|y) et (f(y)|x)
3. Si A € Sp(f), montrer que A = 0. f est-il diagonalisable ?
4. Montrer que (ker f)* = Im(f)

1L
5. Soit B une base orthonormale adaptée & la décomposition F = ker(f) @ Im(f). Que dire de la matrice de f dans B?

Exercice 27 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Solution/

Soit u un endomorphisme de E, espace euclidien, tel que ker(u) = Im(u) et Jv € L(E),V(z,y) € E?, (u(z)|y) = (z|v(y)).
L
1. Montrer que E = Im(u) ® Im(v).
indication : prouver Im(v) = (ker(u))= .
2. En déduire que u + v est inversible.

V Projecteurs orthogonaux théoriques

Exercice 28 (Mines-Ponts MP 2013) |/Solution/

Soit p un projecteur non nul de E, euclidien.

1. Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si Va € E, ||p(x)| < ||z]|-
indication : calculer (x + ty|p(z + ty)) avec t € R, x € ker(p) et y € Im(p).

2. En déduire que I’ensemble des projecteurs orthogonaux de E est une partie fermée bornée de L(FE). (/i faire apres
le cours sur les evn)

Exercice 29 |/Solution|

Soit E un espace euclidiens de dimension n et (u1,...,uny2) € E™T2. Montrer par récurrence sur n qu’il existe (i,j) €
[1,n+ 2] tel que (x;|z;) > 0.
indication : considérer les projetés orthogonaux des x; sur {anFQ}J‘.

Exercice 30 (Mines-Ponts PSI 2007) |/Solution|

Soient A et B deux sous espaces orthogonaux d’un espace euclidien, C' = (4 + B)J‘. Soient s4 la symétrie orthogonale
par rapport a A, sp la symétrie orthogonale par rapport a B et s¢ la symétrie orthogonale par rapport a C'. Montrer que
SA08SB =S8SB0O0SA = SC.
Exercice 31 (CCINP PSI 2022)

1. Montrer que (X|Y) = XTY est un produit scalaire sur R".

2. Montrer que (Im A)* = ker(AT)

3. Pour Y € R", on pose f(X) = ||[AX — Y| avec Y € R" fixé. Montrer que f(Xo) = inf f(X) si et seulement si

XeRn
AT(AXy —Y) = 0 et I'existence d'un tel Xo.



V1 Familles de vecteurs

Exercice 32 (Centrale PSI 2019) |/Solution

1. Enoncer I'inégalité de Cauchy-Schwarz (avec les cas d’égalité) dans un espace euclidien.
2. Enoncer et démontrer I'inégalité triangulaire

1+ +xT,=n

3. Résoudre dans R" le systeme { w% I 3731 0

Exercice 33 (Mines-Ponts PSI 2015) [/Solution|

Soit (u1,...,uy) une famille de vecteurs d’un espace euclidien E, muni d’une base orthonormale B = (eq,...,e,). On
note G la matrice de coefficients (u;|u;) (1 <i,7 < n) et M la matrice des vecteurs u; dans la base B.

1. Exprimer G en fonction de M et montrer que det(G) = 0 avec égalité si et seulement si les vecteurs wu; sont liés.

2. Généraliser a une famille de p vecteurs, p < n.

Exercice 34 (Mines-Ponts PSI 2013) [/Solution|

Soient x1,...,x, des vecteurs unitaires de I, euclidien de dimension n < p, tels qu’il existe une constante d > 0 vérifiant
Vi # j, ||lx; — ;|| = d. Exprimer d en fonction de p et en déduire que p = n+1. On pourra utiliser la matrice de coefficient
(x;|z;) et vérifier qu’elle n’est pas inversible si (z1,...,2,) est liée.

Exercice 35 (ENSEA-ENSIIE MP 2014) |/Solution/

Soit (u1,...,u,) une famille de E, espace euclidien de dimension n, telle que si @ # j, (u;|u;) = —1.

1. Montrer que < (u,z)|(v,y) >= (u|v) + zy est un produit scalaire sur E x R.

2. Que dire de la famille ((u;,1))1<i<p ? Que peut-on en déduire sur n et p?

Exercice 36 (CCP PSI 2010) |/Solution|

n
Soit E préhilbertien réel tel qu'il existe une famille de vecteurs unitaires (eq,...,e,) vérifiant Vz € E, Z(ej |z)? = |||
j=1
Montrer que cette famille est orthonormale et en déduire que E est de dimension finie que ’on précisera.
indication : pour la dimension, considérer x € Vect{ey, ..., en}J‘,

Exercice 37 (CCP PSI 2009) |/Solution|

Soit E un espace préhilbertien réel et (ey,...,e,) une famille libre de E telle que Vz € E, ||z||* = Z(ei|x)2. Montrer que

i=1
y) = (zly)
Exercice 38 (CCINP PSI 2022) [/Solution

Soit (e1,...,e,) une famille libre de E, espace préhilbertien, telle que Vo € E, [|z|* = Z(ei|x)2
i=1

n

(e1,...,€n) est une base orthonormale de E.
n

indication : commencer par montrer que ¥(z,y) € E? (Z(ei|x)ei
i=1

1. Montrer que, pour 1 < i < n, |le;|| < 1.

2. Soit x un vecteur unitaire et orthogonal & Vect{e,...,e,_1}. Calculer (z|e,)? et en déduire ||e,||.
indication : Cauchy-Schwarz

3. Montrer que (ey,...,e,) est une base orthonormale de E.

Exercice 39 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution/
n

Soit (ey,...,e,) une famille de F, euclidien de dimension n, telle que Vz € E, ||z||* = Z(ei|x)2. Montrer que (e, ...,ey)
i=1
est une base orthonormale de E.

VII Distances et projections orthogonales
Exercice 40 (CCINP PSI 2019) [/Solution
1
1. Montrer que < P,Q >= / P(t)Q(t) dt est un produit scalaire sur R[X].
0

2. Déterminer une base orthonormale de R;[X] pour ce produit scalaire.

1
3. Calculer inf / (t* — at + b)* dt.
(a,b)ER? Jo



Exercice 41 (Centrale PSI 2019) |/Solution

1
1. Montrer que (P|Q) = / P(t)Q(t) dt définit un produit scalaire sur R[X].
—1

2
1 1 1
2. Déterminer les polynoémes P € R[X] tels que 3 (/ P(t) dt) = / P(t)?dt.
—1 —1

1
3. Montrer que (Py, Py, P) est orthogonale avec Py =1, P, = X et P, = X? — 3 puis donner Vect{ Py, P, P2}

1

-1

4. Déterminer le projeté orthogonal de X* sur Ry[X] puis I = inf {/ P(t)*dt, P € Ry [X]unitaire}

Exercice 42 (Centrale PSI 2008) |/Solution|
1
1. Montrer que / f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur E = C°([0, 1]).
0
2. Donner une base orthonormée de F = {t — at + bt*, (a,b) € R?}.

1
3. Déterminer le couple (a,b) tel que / (14 at + bt*)? dt soit minimale.
0

Exercice 43 (ENSAM PSI 2010) |/Solution)

On munit E = C°([0,7]) du produit scalaire (f|g) = / f)g(t)dt.
0

1. Calculer (cos|sin), || cos ||, ||sin||, (id|cos) et (id|sin).

2. Déterminer la projection orthogonale de 'application identité sur I’espace engendré par cos et sin.
™

3. Calculer inf (acost + bsint — t) dt.
(a,b)eR? Jo

Exercice 44 (Mines-Télécom PSI 2019) Solution
Sur R3[X], on pose (P, Q) = / P(t n(t) dt.

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R3[X].

2. Déterminer le projeté orthogonal de X3 sur Ry[X].
Exercice 45 (Mines-Ponts PSI 2018) [/Solution|

1

On pose F' = {P € Rg[X],/ (3 —t)P'(t)dt = / tP(t) dt} et on munit R3[X] du produit scalaire défini par (P|Q) =
0 0

1
/ P)Q(t) dt.
0
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R3[X].
2. Calculer d(Q, F) avec Q =1+ X + X + X3,

indication : pour aller plus vite, on peut trouver un vecteur normal d F (qui est un hyperplan)

Exercice 46 (X PC 2010) [[Solution]
On munit R3[X] de la base orthonormale (1, X, X2, X?).
1. Montrer que W = {P € R3[X], P(—1) = P(1) = 0} est un sous-espace vectoriel de R3[X] de dimension 2.

2. Déterminer la projection orthogonale sur W.

Exercice 47 (CCINP PSI 2022) |/Solution

On considére R,,[X] muni du produit scalaire (P|Q) = Z apby si P = Z ap X et Q = Z b XF
k=0 k=0 k=0
1. Donner un vecteur normal & Hy = {P € R,[X], P(1) =0}

2. Calculer Pienlg |P| ou Hy = {P € R,[X],P(1) =1}
Exercice 48 (Centrale PSI 2009) /Solution
1. Montrer que (P|Q) = Z P(i ) définit un produit scalaire sur R, [X].

2. Trouver une base orthonormee du sous-espace V|, des polynémes dont la somme des coefficients vaut 0.

3. Si V4 est le sous-espace (affine) des polynémes dont la somme des coefficients vaut 1, déterminer Pin‘f/ [IP]|-
eV



Exercice 49 (Centrale PC 2010) /Solution
1. Montrer que (P|Q) = Z Pk ) définit un produit scalaire sur R, [X].
1

2. Montrer que H,, = {P € RH[X],/

P(t)dt = 0} est un hyperplan de R,,[X] dont on donnera une équation carté-
—1

sienne dans la base canonique.

3. Trouver Ay € Ry[X] tel que Hy soit le noyau de ¢ définie par ¢(P) = (Az|P), puis calculer la distance de X? & Hy.
Exercice 50 (CCP PSI 2023) |[Solution
1. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur la famille (ag, . . ., a,) € R"* pour que ¢(P, Q) = Z P(ar)Q(ar)

soit un produit scalaire sur R, [X].

n
2. Dans ce cas, calculer la distance de X™ a F' = ¢ P € R, [X], ZP(ak) = 0}.
indication : commencer par définir F' a l'aide d’un produit scalaire.

Exercice 51 (CCINP PSI 2021) |/Solution
Soient ag, ..., a, des réels deux a deux distincts

1. Montrer que (P|Q) = Z P(ay)Q(ax) est un produit scalaire sur R, [X].

2. Soit F ={ P e R, ZP%_O}

Montrer rapidement que F' est un sous-espace vectoriel, déterminer son orthogonal, sa dimension puis calculer
d(1,F)

Exercice 52 (CCP PSI 2017) [Solution

1. Montrer que (P|Q) = Z P®(1)Q™) (1) est un produit scalaire sur R,,[X].

2. Montrer que E ={P € IRn[X]7 P(1) = 0} est un sev de R, [X]; donner sa dimension et d(X*, E).

Exercice 53 (CCINP PSI 2023) |/Solution
n
On munit R, [X] du produit scalaire (P|Q) = Zpqu ou (pi) et (gx) sont les coefficients de P et Q.

k=0
Déterminer la projection orthogonale de 1 sur F = {P € R, [X], P(1) = 0}.

Exercice 54 (CCINP PSI 2018) [/Solution
1

1. Montrer que (P|Q) = / P(t)Q(t) dt est un produit scalaire sur Ro[X].
1

2. Déterminer la projection orthogonale de P =1+ X + X? sur F = {Q € Ry[X],Q’(0) = 0}.
indication : le projeté orthogonal de P se trouve sans chercher une bon de F'.

Exercice 55 (CCINP PSI 2022) W
Pour f,g € E =C°([0,1],R), on pose (f|g) = / f@)
1. Montrer que (|) est un produit scalaire sur E.
2. Justifier Pexistence et calculer /1 t" In(t) dt pour n € N
0
3. Soit F = {f:2¢€[0,1] — ax +b, (a,b) € R?}. Déterminer le projeté orthogonal de g : x — 2 In(z) sur F.

1
4. Calculer inf / (tnt —at —b)*dt
(a,b)ER? Jo

Exercice 56 (Mines-Ponts MP 2007) |/Solution|
A laide d’un projecteur sur un espace judicieusement choisi, minimiser

Iy = / (tInt — at — b)% dt et préciser les valeurs de a et b réalisant ce minimum.
0



E ice 57 (Centrale PC 2010) |/Soluti
xercice ( entrale )

Calculer inf / (Int —a — bt)*dt.
(a,b)ER? J;

Exercice 58 (Mines-Ponts PC 2012) |/Solution

“+o0
Calculer min / (t —at? — B)2 e tdt
(a,B)ER? [

Exercice 59 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution/

1
1. Déterminer inf / 2% In(z) — ax — b* dz.
(a,b)eR? Jq

2. Méme question avec (a,b) € C2.
Exercice 60 (Mines-Ponts PSI 2022) Solution

Soient E = C°([~1,1],R) et ¢(f,g) m

1. Montrer que ¢ est un produit Scalalre sur F.

2. Calculer | arcsin ||

1 : 2
t—at—2>
3. Calculer inf / (arcsin a4 ) dt
(a,b)ER? N
Exercice 61 (CCP PSI 2018) |/Solution|
Pour (M, N) € M,,(R)?, on pose p(M, N) E mi N ;.

1<i,5<n

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur M, (R).

. 2 .
2. On pose H = ¢ M € M, ( Z m;; =0 ». Calculer d = ]\/lfréfH Z (ai; —m;;)° pour A € M, (R) fixée.
1<1,]<n 1<i,5<n
indication : déterminer un vecteur normal a H (aprés avoir justifié que c’est un hyperplan)

Exercice 62 (CCP MP 2009)
1. Montrer que (A|B) = Tr (*AB) définit un produit scalaire sur M,,(R).
2. Montrer que A,(R) et S, (R) sont supplémentaires et orthogonaux.
3. Exprimer la distance d’une matrice M € M3(R) a S3(R).
4

. Montrer que ’ensemble H des matrices de trace nulle est un sev de M, (R) et donner sa dimension. Donner la
distance de la matrice J dont tous les coefficients valent 1 & H.

Exercice 63 (CCP PSI 2007) |/Solution|
1. Montrer que f(A, B) = Tr(*AB) définit un produit scalaire sur M, (R).

01 0
2. Montrer que (I3, { 0 0 1 est une famille orthogonale de M3(R) pour ce produit scalaire.
1 00
3. Donner le projeté orthogonal de A = sur l'espace engendré par cette famille.

O O =
o O =
O O =

Exercice 64 (CCINP PSI 2024) [/Solution
1. Montrer que (A|B) = Tr (*AB) est un produit scalaire sur E = M3(R).

2. Montrer que F' = {(_ab Z) ,(a,b) € RQ} est un sev de E et déterminer une base orthonormée de F'*.

3. Calculer la projection orthogonale de J = G D sur FL.

Exercice 65 (Centrale PSI 2023) |/Solution|
—+oo
1. Montrer que (P|Q) = / P(t)Q(t)e~"dt est définie et munit R, [X] d'un produit scalaire.
0

2. On note F' = Vect{X, X?,..., X"} et (Py,..., P,) la base orthonormalisée & partir de la base canonique de R,,[X].
Calculer P;,(0)2.

3. En déduire une base de F* et d(1, F).



Exercice 66 (CCINP PSI 2024) |/Solution

+oo
1. Montrer que < A, B >= A(t)B(t)e~t dt définit un produit scalaire sur R[X] et que Vk € N, < X* 1 >= k!
0
2. Soit @ le projeté orthogonal de 1 sur F' = Vect{X, X?,..., X™}. Montrer que 3(ay)1<r<n € R",Q = Zaka.
k=1

3. Soit P=1-— Z%(X +1)(X 4+2)...(X +k); calculer < 1 —Q, X" > et montrer que Vi €[[1,n], P(i) = 0.
k=1
1
n+1

+oo
4. Montrer que ( inf / I+at+---+ ant™) e tdt =
; 0

Exercice 67 (Mines-Ponts PSI 2024) [/Solution|

0 . . . T 1 sii=j
1. Montrer qu’il existe un unique produit scalaire sur R[X] tel que (X'|X7) = { s18=J

0 sinon

2. On munit R[X] du produit scalaire précédent et on considere F = {P € R[X], P(1) = P(2)}. Déterminer F* et
F+ P+

3. Déterminer d(X, F)

VIII Formes linéaires et vecteur normal

Exercice 68 (Centrale PSI 2010) |/Solution|
On munit R[X] du produit scalaire (P|Q) = / P(t)Q(t) dt et on note 0 application définie par §(P) = P(0).
0

1. Montrer lexistence d’un unique polynéme €2 de R, [X] vérifiant VP € R, [X],d(P) = (2| P). Montrer que deg(f2) = n.
2. On se place cette fois dans R[X]

a) Montrer qu’il existe K > 0 tel que VP € R[X], [(Q|P)| < K||P||.

b) Calculer 6 ((1 — X)™) et ||(1 — X)"||. Le résultat de la question 1 est-il encore valable sur R[X]?

Exercice 69 (Mines-Ponts PSI 2018) [/Solution|
Soient E = C°([0,1]) et (f1,...,fn) € E™.

1. Si(f1,..., fn) estlibre et M = (m; j)i<i,j<n € My (R); montrer qu’il existe (g1,...,9,) € E™ tel que V(4,5),m; ; =
1
JRECTCEE
1
indication : utiliser (f|g) = / f(t)g(t)dt et la forme linéaire de matrice (my; ... mpj) dans B=(f1,..., fa).
0

2. Etudier la réciproque.

Exercice 70 (Mines-Ponts MP 20086) [/Solution/

Soit n € N. Montrer qu'’il existe un unique polynéme A € R,,[X] tel que pour tout P € R,[X], P(1) = /
0

Peut-on remplacer R,,[X] par R[X]?

Exercice 71 (Mines-Ponts MP 2009) |/Solution/

+oo
Pour n > 1, établir 'existence et 1'unicité de P € R, [X] unitaire tel que Vk € [0,n — 1], / t*P(t)e~tdt = 0. Que
0
subsiste-t-il de ce résultat lorsque 1'on cherche P dans R[X] (et k € N) ?



Solutions

2 2 1 1
1

Exercice 1 5 ? i :15 —12

11 -2 3

Exercice 2 W 1. F = Vect{(1,0,0,—-1),(0,1,-1,0)}

1 0 -1
21 0 1 -1 0
"2 0 -1 1 0

-1 0 0 1

3. d(u, F*) = ||7p(u)|| = 0 car u € F*.

1 1
Exercice 3 1. H = Vect {\/3(61 +62+€3),T5(261 —eg — €3 7364)}
3 1 1 -2
1 1 2 2 1
2M=511 22 1
-2 1 1 3
3 2
3. d(er, H = leall ~ Iwe(en) P =1 3 = 2
1 1
Exercice 4 [[5ef]] Une bon de H est u = —= | 2 | et v = ——— | 2 | puis ms(e) = (ule)u + (v]) i
xercice sujet]| Une bon de H est u = — et v = —— uis 7y (z) = (u|lz)u + (v|z)v, ce qui
1 1
2 3 3 2
1 3 11 -2 3
donnera Matg, (1) = Bls 2 11 3
2 3 3 2
1—2a®> —2ab —2ac
Exercice 5 n est unitaire et normal au plan donc s(u) = u — 2(n|u)n et S=| —2ab 1—2b> —2bc
—2ac —2bc 1 —2¢2
1 5 2 -1
Exercice 6 6 2 2 2
-1 2 5

Exercice 7 1. G = Vect{sin, cos}

us 1 s
2. (sin|cos) = / sin(t) cos(t) dt = 5 / sin(2t) d¢t = 0 donc (sin, cos) est une base orthogonale de G.
0 0
3. On vérifie ||s1nH2 = |lcos|? = = donc une bon de G est <\/>sm \/>cos et on en déduit, pour z € [0, 7],
me(f)(x) == / f(#)sin(t) dt sin(z / () cos(t) dtcos(x) | = / f(t) cos(x —t)dt
T No

Exercice 8 1. Siu=a+baveca € Hetb L H alors v = r(u) = a—b donc (Pyth) |[u|* = ||a]|®+|b]|* = ||v||*.
1 1
2. Si |lu| = ||lv|| alors (u 4 v|u —v) = ||Ju||®* — ||v||* = 0 donc u = i(u +) + i(u —w) avec u +v € H = Vect{u — v}+

et ry(u) = 1(u—i—v) — %(u—v) =

2
3. On a |lul| = |jv]| = V3 donc il s’agit de la réflexion par rapport & Vect{u — v} : u — v = (1,0,0,—1) puis
rg(x) =2ng(x) —x = x — 2np(x) avec mp(x) = (| vxZ) (u—v) car HU7|| est une bon de D = H*. On a donc
v —v

1 x 0 0 01

LTt 0 Y [0 1 0 O

ra(x,y,z,t) = QT 0 ol A Matg, (rg) = 00 1 0

-1 t 10 00

Exercice 9 [[sujet]] 1. par récurrence on trouve P, ; = P, — 2X P, puis deg(P,) =n



2. sin < malors (Py|Pn) :/ﬁo P.(t)¢™ 1) dt "2 _/%o P ($)dm Dty dt = - = (—1)" /+°° PO ()60 (1) dt

+O<TOO oo — 00
(=1)"p{™) {(b(m_"_l)(t)} =0 car P{") est constant.
3. Par degrés étagés, (Py, ..., P,_1) est une base de R,,_;[X] donc P, € R,,[X]*. Si les racines de P, ot P, change de
signe (donc d’ordres de multiplicité impairs) sont aq,...,a,, avecm <netsi Q = (X —ay)...(X —a,,) (qui change

(o)
de signe en méme temps que P,) alors @ € R,,_1[X] et on a (P,|Q) = 0 mais (P,|Q) = / P,(t)Q(t)p(t) dt ne

peut pas étre nul car ¢t — P,(t)Q(t)e” st continue, de signe fixe et non nulle. On en déduit que P, change de

signe au moins n fois et comme deg(P,) = n, P, est bien SARS.

—_

. - 1 . — ,
Exercice 10 1. tye? O (tQ) puis I, = n! par IPP (c’est I'(n 4 1))

2. facile (penser a l’intégrablhte

. .o —x n kn' k
3. Avec Leibniz : L, ( = Ze !x
4. Sii < j IPPLL—1+OOL L it = — +oOL' L dt = =
. 11 & ), par ,(z| j)_ﬁo Z(t)@(e x)(t)t—TO l(t)dxjfl(e J,‘)(t)t__
(=1 /+00 L(,i)(t) & (e7*z7) (t)dt. Sii < j alors /+OO & (e7*a) (t)dt = 0 et (si i = j), on a ||L;||* =
]' 0 v d.fcjil ’ 0 dI‘J71 ’ ¢
-1 i +oo -1 7 .
( _) / ( _) x ile i dt = 1.
Z! 0 7,!
5. L, € Vect{Ly,..., Ln_l}L = R,,_1[X] donc si on suppose que L,, change de signe en 1 < --- < x, sur R* et que
P

p < n, on introduit Q = H(X — ;) (qui change de signe en méme temps que L,, sur RT, on a deg(Q) =p<n—1

i=1
+oo

donc (Q|L,) = 0, ce qui est absurde car (Q|L,) = Q(t =)L, (t)e” dt et t — Q(t)L,(t)e™" est de signe fixe,
0

continue et non nulle sur RT. On a donc p > n. Comme deg(L,) = n, L, a au plus n racines donc p = n et toutes
ces racines sont simples.

1
Exercice 11 Si (f|f) =0 alors f(0) =0 et / f/(t)>dt = 0 donc f" = 0 car (f')? est C° positive; le reste facile
0

1
Exercice 12 |[sujet/]| 1. Si (f|f) = 0 alors f(0) = 0 et / f'(t)*dt = 0 donc (fonction continue positive) f’ = 0 et
—1
f=0car f(0)=
1 3
2. Par orthonormalisation de (1, X, X?) (qui est déja orthogonale!) on trouve (17 —X, —X2).

V2 T 2v2

Exercice 13 1. Si (P|P) = 0 alors P*)(a) = 0 pour k < n donc a est racine de P d’ordre > n 4 1 donc
P = 0; le reste est facile
2. E = {1}* est un hyperplan donc dim(E) = n et d(1, E) = ||1]| = 1 puisque 1 L E
1 k
3. E(X — a)
Exercice 14 |[sujet/| 1. FE sev facile, ¢ est bijective donc dim(F) = 4 puis on a une base en prenant les 4 suites définies
par Un44 = Uy avec Ug, Uy, U2, u3 = 1,0,0,0 puis 0,1, 0,0, puis 0,0,1,0 et 0,0,0,1

2. Si ¢(u,u) =0 alors kug —ugs+1 = 0 pour k €[[1,4] ce qui donne u; = us = uz = ug = 0 puis u = 0 par 4-périodicité

4
3. On a ¢(u,v) = Zxkyk (comme le prod scal canonique sur R4) donc on aura une bon si (z1,z2,23,24) = E;
k=1
Uo
(i € [1,4], E; vecteurs de la base canonique de R*). Reste a résoudre les systémes A Zl = F; avec A =
2
us3
0 1 -1 0
0 0 2 - . . . . o . e
10 0 3 qui est inversible. Les valeurs de w;, i € [0, 3] définissent la suite par 4-périodicité.
4 -1 0 0



Exercice 15 [/sujet/| 1. Cours
2. Si (P|P) = 0 alors P(k) + P(1) = 0 pour k € [0,3] donc (k = 1) P(1) = 0 puis P(k) = 0 pour k €[0,3] et P
possede au moins 4 racines distinctes ; le reste est facile
1
3. On remarque que (Lo, L2, L3) est déja orthonormée donc il suffit de redresser (puis normer) L ; on trouve §(L1 —
Lo — Ly — L3)

1 n
Exercice 16 |[sujet/]| On a B(X,X) = / tP(t)*dt si P = Zxktk_l donc B(X,X) > 0 et si B(X,X) = 0 alors
0 k=1
P(t) = 0 pour t €]0,1] (X P? est continu et positif) donc P a une infinité de racines donc est nul et les 2; sont nuls.

1 2m ) .
Exercice 17 |[sujet| 1. (P|P) = 2—/ |P(e")[?dt > 0 et si (P|P) = 0 alors (continu positif), P(e®) = 0 si
T Jo
t € [0, 27| donc P admet une infinité de racines (tout le cercle unité).
2m
2. ||P|? = —/ eMFdt < Py (sup |P(2)])? x 27 par inégalité de la moyenne. Si ||P|| = sup |P(z)| = 1, on a
T |zl=1 |z|=1
égalité dans la majoration précédente, ce qui ne se produit que si ¢ — |P(e")| est une fonction constante sur [0, 27].
1 1 1
On a donc P(z)P (7) = Asi|z| = 1 puis 2"P(2)P (7> = Az"; le polynéme (c’en est un) X" P(X)P (}> et
z z
AX™ sont égaux sur {|z| = 1} donc sont égaux. Si r est le dégré du terme de plus bas degré de P, le degré de
1
X"P(X)P (f) est n+ (n—r); on en déduit n = r donc P est un mondme puis P = X" (qui est évidemment

solution).

n n

3.0OnaP=1- ZakX avec Zak = 1; la base canonique étant orthonormale, on a ||P|* = 1 + Zak et par
k=1 k=1 k=1

n
1

E a? donc |P||* > 1+ —ce qui donne le résultat avec la premiére
n

k=1

n
Cauchy-Schwarz, 1 = Zak <
k=1
question.
1

t2> donc (P|Q) existe et si (P|P) = 0 alors / P(t)Qe_752 dt = 0 donc

R

Exercice 18 1. P(t)Q(t)e_752 = 0(

t—£
(continu positif) P(t) = 0 pour tout réel ¢.

2. fait en cours

3. On vérifie en utilisant le changement de variable u = —t que (—1)"P,(—X) est aussi une famille orthogonale de
degré n et de coefficient dominant 1; par unicité P,(X) = (—=1)"P,(—X).

4. fait en cours

u _Sc u u b
Exercice 19 pour u > a, on a (f(u) — f(a))? = / f(t)dt ¢ <S h/ 1dt x / fl()?*dt < (u— a)/ f'(t)*dt

ce qui donne l'inégalité e,n intégrant celle ci pour u € [a, b].

b
Si on a égalité alors la derniere inégalité donne (f(u) — f(a))* = (u — a)/ f/(t)dt donc f est de la forme f(u) =
f(a) + av/u — a mais comme f € C'([a,b]), on trouve a = 0 donc f est Cte (récip OK)

1 > C-Seh [1 1
Exercice 20 [[sujet] / f@)3de) = / FOY? x 52 dt < / f(@®) dt/ f(#)>dt. On a égalité dans
0 0 0

C-Sch si et seulement si f /2 et f5/ % sont liées, ie f> = \f donc si et seulement si f est constante (car f est positive)

1 2
2. On a f(x) / F z < 1 puis f° < f donc la question précédente donne (/ f)? dt) <
0

/Olf(t) dt/o £8P dt < (/0 £t dt)2

Exercice 21 1. Si (f|f) = 0 alors (continue positive) f(t)* + f/(t)2 = 0 pour t € [0,1] donc f = 0.

2. Si feVetgeW alors f|g)/ fg"( dt+/ Ftg'( {f(t)g’(t)}:zo.
Pour f € E, on cherche (a, 8) € R? tels que g(t) = f(t) — ach( ) — Bsh(t) s’annule en 0 et 1; il suffit de prendre
a= f(0)et 5= %(f(l) —ach(1)). On a alors f(t) = g(t) + ach(t) + Bsh(t) avec g € V et ach+5sh € W.



Exercice 22 |/sujet/| 1. cours

2. Siu€ FetoveGalors uv =0 done (ulv) =0 et F L G. Les deux espaces ne sont pas supplémentaires car si
f € F+G alors f(0) =0 donc la fonction constante 1 est dans F mais pas dans F' + G.

3. cours.
1/n 0
4. On a f, € F donc < fp,,g >=0et < f,,g >= g(())/ g(t)dt — ng(O)/ tg(t)dt car f,(t) = —ntg(0) sur
-1 —1/n

1/n 0 0
[-1/n,0]. On fait ensuite tendre n vers +oo : lim g(t)dt = / g(t)dt et lim n/ tg(t)dt = 0 car
n—+oo J ¢ 1 n——+00 —1/n
0
n/ tg(t)dt| <
—1/n
0

0
19]ls0
0 tdt = .
gl [ ¢
0 0
On a encore f € F donc < f,g >= 0 mais cette fois < f,g >= / fWg(t)dt = / g(t)?dt — g(O)/ g(t)dt =
-1 -1

—1/n n
-1

0
/ g(t)*dt; on en déduit g(t) = 0 sur [~1,0] (g* est positive et continue) donc g € G.
-1

Exercice 23 L. (] (y) = 'XAY = —'(AX)Y = —(f()ly)
2. det(A) = (—1)"det(*A) = (—1)" det(A) donc f n’est pas bijective si n est impair.
3. Im(f) est stable (donc un tel endo induit existe). On vérifie ker(f) L Im(f) : si f(z) = 0 et y = f(z) alors
1
(zly) = (z]f(2)) = —(f(x)|z) = 0 donc R™ = ker(f) @ Im(f); Pendomorphisme induit sur Im(f) est donc bijectif,
et reste antisymétrique (prendre une bon adaptée) donc rg(f) est pair.
4. Dans une bon adaptée (si f # 0 alors rg(f) = 2 forcément), on a Matg(f) = (O j,) avec A’ antisymétrique de
taille 2.
On a X4 = X(X? +a?) n donc X4 n'est scindé que si a = 0 donc seul f = 0 est DZ
Exercice 24 1. On a (e; +e5) L (e; —ej) si i # j donc (f(e;) — f(ej)|f(e;) + f(e;)) = 0 ce qui donne
[f(e)ll = 11F(e5)]l-
2. Avec z = Zmiei, lz||? = Zm et f(z lef (e;) donc comme (f(e;)) est une famille orthogonale, par

i=1

Pythagore, on a || f(z)||* = Zx

Exercice 25 1. cours
2
2. si B= (u,v,es,...,e,) alors Matg(p) = (61 8) avec A = <*(1|L|B}||)2 J(l;”v))

3. X, = X"?[X? — (ulv)® + |Ju||v]|] n’est pas scindé sur R par C-Sch donc ¢ n’est pas DZ.

Exercice 26 L (f(z+y)lz+y) = (f(@)|y) + (f(y)|z)

2. (f(2)ly) = =(f(y)lz)
3. Soit 2 # 0 tel que f(x) = Az alors A|z||*> = (f(z)|z) = 0 donc A\ = 0. Si f est DZ alors Sp(f) = {0} donc
Matg(f)=0et f =0

4. siz € ker(f) et y = f(a) € Im(f) alors (z|y) = (z|f(a)) = —(f(x)]a) = 0 puis th du rang
5. Matg(f) = (8 31) car Im(f) est stable par f. De plus rg(f) =rg(4) =r et A € M, (R) donc A est inversible et
comme a; ; = (e;|f(e;)) = —(ej|f(ei)) = —a;; donc AT = —A
Exercice 27 1. Soit v(z) € Im(v) et y € ker(u), on a (v(z)|y) = (ulu(y)) = 0 donc Im(v) C (ker(u))™*.
Si z € ker(u)® = (Im(u))t alors Yy € E, (z|u(y)) = 0 donc (v(z)|ly) = 0 pour tout y € E; ce qui donne
v(x) € E+ = {0} donc z € ker(v). On a donc E = ker(u) GLB ker(u)® = Tm(u) é Im(v)t.
2. Si x € ker(u +v), on a u(z) = —v(z) € Im(u) NIm(v) = {0} donc u(x) = v(x) = 0 puis z € ker(u) Nker(v) =

Im(u) N Im(u)™ = {0} (on prouve ker(v) = Im(u)* en échangeant u et v dans la preuve de la premiére question).

Exercice 28 1. Si ||p(2)]| < ||z|| pour tout x € E alors, d’aprés Cauchy-Schwarz, (x + ty|p(z + ty)) < ||z +
ty||* = [l[|* + (ﬂf\y) +lyll? et (z +tylp(z +ty)) = (¢ + tylty) ; on a done |[]|* + t(z]y) > 0 pour tout réel t, ce qui
impose (z|y) =0 (si ¢t tend vers £00). Réciproque : Bessel



2. Si P est la matrice de p dans une bon (e;) alors |p; ;| = |(e;|p(e;))| < 1 par Cauchy-Schwarz donc I’ensemble des
projecteurs orthogonaux est borné.
Si (pn) est une suite de projecteurs orthogonaux qui CV vers f alors p2 = p, donc f2 = f (car (u,v) + uow
est bilinéaire donc continue) et ||p,(x)|| < ||z|| donne ||f(x)| < ||z|| pour tout € E; f est donc un projecteur
orthogonal et I’ensemble des projecteurs orthogonaux est fermé.

Exercice 29 Pour n = 1 : u; = a;e avec e une bon de E; on a (ug|ug)(u1|us)(uz|us) = (a1azas)? = 0 donc un
des produits scalaires au moins est positif.
On suppose le résultat vrai pour n + 2 vecteurs d’un espace préhilbertien de dimension n et soit (u1,...,up+3) € Ent3
avec dim(E) = n + 1. Si upy3 = 0 alors i qleque et j = n + 3 conviennent. Sinon on pose H = Vect{u, 3} et
_ (unyslus)
l[un+sll
(1) = () — Lmsslt ol
[untsll

v; = 7 (u;) = u; Un43; comme dim(H) = n, par HR, il existe 1 <1 # j < n+ 2 tels que (v;]vj) > 0. Comme

, les 3 produits scalaires ne peuvent pas étre négatifs strictement.

11
Exercice 30 |/sujet/| On vérifie que E = AGB®C et si x = utv+w (décomposition suivant la somme directe précédente),
onasc(z)=—-u—v4+w,sposs(z)=splu—v—w)=—-u—v+wet sgosp(x)=ss(—u+v—w)=—-u—v+w.

Exercice 31 |/sujet/| 1. cours

2. fait en cours
3. )ggﬂgn(f(X)) = d(Y,Im(A)) est atteinte en un unique point Yy = 7y 4)(Y") donc f(Xo) = d(Y,Im(A)) si et seulement
si AXy = Y. Par définition du projeté orthogonal, on a AXy = Yj si et seulement si AXy € Im(A) (évident) et
Y — AXy € Im(A)* = ker(*A) donc si et seulement si ‘A(Y — AXy) = 0.
Exercice 32 1. Cours
2. Cours
C—Sch

n n 2 , 1/2
in < <fo) (Z 12> = n donc (71,...,7,) = AM(1,...,1) avec A € RT (&
i=1 i=1 i=1

cause de la premiére égalité) ; on en déduit 2; = 1 pour tout 7 ; récip OK

Exercice 33 [[sujet/| 1. Si C; sont les colonnes de M, comme B est une bon, on a (u;|u;) = tC'iCj donc G = MM
et det(G) = (det(M))? > 0. De plus det(G) = 0 si et seulement si det(M) = 0 donc si et seulement si M ¢ GL,,(R)
ce qui équivaut a (u;) liée.

n
3. Onan = sz <
i=1

2. On introduit B, = (e1,...,e,;) une bon de Vect{us,...,u,} que I'on compléte en une bon B = (¢;);<, de E. La
famille (u1,...,up, €pt+1,- .-, €y,) est libre si et seulement si (uq,...,u,) est libre; on peut lui appliquer la premiére
question : on a G = (C(;)p IO ) ot Gy = ((uilu;))i,j<p donc det(Gp) = det(G) = 0. De plus det(Gp) = 0 si et

n—p
seulement si det(G) = 0 donc si et seulement si (u1,...,Up, €pt1,...,ey) est liée, ce qui équivaut & (uq,...,u,) est

liée.
d
Exercice 34 On a d® = |lz; — z;]1* = ||@i|* — 2(zi|x;) + ||25]|* = 2 — 2(z4|x;) done (z;]z —j) = 1 — 3 Soit
G € M,(R) la matrice de coeff (z;]x;), (x;) est liée (car p > n), donc il existe j tel que z; = Z a;x; ; on vérifie alors que
i#£]
d d(d
C; = Z @;C; (colonnes de G) donc G n’est pas inversible. On vérifie que G — (d —-p+ pg) G+ 5 (5(1 —p)+ p> I,=0
i#]

d(d d
donc 5 (5(1 —p)+ p) =0« 5(1 —p) +p =0 (%) (sinon on calcule I'inverse avec ce polynéme annulateur dont le coeff

constant est non nul). On en déduit que la matrice G’ = ((z;|2;))1<i j<p—1 qui est de la méme forme est inversible (car
p — 1 ne vérifie plus (x)); la famille x4, ..., z,_1 est donc libre et p—1 < n doncn=p+ 1.

Exercice 35 |/sujet/| 1. facile

2. La famille est orthogonale, formée de vecteurs non nuls, donc libre et p < dim(E x R) =n + 1.
Exercice 36 [[sujet]] On a 1 = ||e;||* = ||e;]|* + Z(ej\ei)z donc (ejle;) = 0 (somme de termes positifs qui est nulle) ; la
J#1
famille est orthonormale. Si 2 € Vect{e;}* alors ||z]|* = 0 donc Vect{e;}* = {0} et E = Vect{e;} donc c’est une bon.

(lz +yl? = lle = yll*) =D _(eile)(eily) = (Z(eilx)ei y)

i=1 i=1
y) = 0 pour tout y € £ donc z = Z(eﬂx)ei € Vect{e;}; (e;) est donc une base de

i=1

Exercice 37 |[sujet/| Par identité de polarisation (z|y) =

N

n

Pour z € E, on a (x - Z(ei\x)ei

i=1

n
E. Enfin, e; = Z(ei|€j)€i donne (e;le;) = d;; en identifiant les coefficients dans cette égalité (la famille est libre).
i=1



Exercice 38 [[sujet]] 1. [le;||* — [le:]|* = Z(eﬂei)g > 0 donc |le;]| <1

J#i
2. La liberté donne I'existence d'un tel z : E est de dimension au moins égale a n (ou infinie). On a 1 = ||z[|? = (e,|z)?
puis par C-Sch 1 = (e,|2)? < ||len||?[|z]|* = ||en||* donc |le,|| = 1 puis ||e,|| = 1.
3. On trouve de méme |le;|| = 1 donc avec I'égalité de a), il reste Z(eﬂei)z = 0 donc (ejle;) = 0 (somme de termes

J#i
positifs nulle) donc (e;) est orthonormale puis une base car si E # Vect{e;}, on prend z € Vect{e;}* \ {0} et on a
2]|* = 0 ce qui est absurde.

Exercice 39 [[sujet]| Si « € Vect{ey,...,e,}* alors ||z]|> = 0 donc E = Vect{ey,...,e,} et dim(E) = n. La famille
(e1,...,en) est donc une base de E et on peut alors utiliser 'exercice précédent (avec une famille libre).

Exercice 40 |/sujet/| 1. Cours
2. (1,V3(2X — 1))
s 1

1
3. On cherche d(X?,R;[X])? = || X2 — ||mg, x)(X?)]? = == < L,X?%>% - < V32X —1), X2 >2= 0
Exercice 41 m 1. cours

2. Comme / P(t)dt = (P|1) et |[1]|* = 2, il s’agit du cas d’égalité dans C-Schw : les solutions sont les P tels que

(1, P) est liée donc les polyndmes constants.
3. Facile puis Vect{ Py, P1, P»} = Ro[X]

Ro|X?) ,  (PX?) | (Pl XP) : L :
4. X3 = (P Py+ P+ P, = ... puis comme P € R3[X] unitaire ’écrit X®—aX?—bX —c,
(Po] X?) (] X7) (P X?)
I'=d(X?, Ro[X])? = [|X° — ey 1x) () |1 = | XP]J° — ( - -
el [ Pol[? 1Py 172

Exercice 42 |/sujet/| 1. cours

2. On orthonormalise (X, X?) : on trouve (\fX 2V — 10 (X2 — 3X)>

40 5) 2
3. La distance est minimale ssi aX +bX? = —mp(1) = —=3(X[1)X — 3 (X - iX‘ 1) (X2 - ZX) =-X?2 - —3X.

Exercice 43 |[sujet/|| 1. (cos|sin) =0, ||cos|| = ||sin|| = \/g, (id| cos) = —2 et (id|sin) =7

2 2 2 2 2
2. Une bon de F' = Vect{sin,cos} est <\/sin7\/cos) donc 7p(id) = —(coslid)cos+—(sin|id)sin = — —
T 7r 71' 71' ™

(2 cos +msin).

3 4
3. On cherche d(id, F)? = ||jid — 7p(id)||* = |jid||* — |7 r(id)||* = % - =@+ 7?)
7r
Exercice 44 1. P(t)Q(t) In(?) o O(In(t)), le reste est facile.
1
2. On vérifie (IPP) o(X*, X") = /0 th R In(t) dt = m puis une bon de Ry[X] est (1, %(4X -1),.. ) et
TRy[e] = - - - beurk!
Exercice 45 1. Facile
1 1
2. / & - P dt " —/ (3t2 — 1)P(t)dt donc F = Vect{3X% — X — 1}* puis d(Q,F) = |rpL(Q)| =
0 0
[(3X2 - X — 1]Q)|
I3X2 — X — 1|

Exercice 46 1. PeW < P = (X?—-1)(aX +b) donc W = Vect{(X? — 1), X(X? — 1)} est de dimension 2
car les deux polynémes sont libres.
3
1
2. La base canonique étant orthonormale, (P|Q) = Zpilh (les coeff) ; une bon de W est donc (\/Q(X2 -1)
i=0

done 7 (P) = %(XQ CP) (X2 —1)+ %(X(XQ _1)P)X(X2 - 1).

X(X?% - 1))

Sl



Exercice 47 [[sujet]| 1. P(1)= Z ar, donc Hy = {1+ X +---+ X"}* (hyperplan)
k=0
U+ 4+ X"
2. P € Hy si et seulement si P =1— @Q avec @ € Ho. On demande donc d(1, Hy) = |7y (1)]| = Il +n +:— ) =
1

n+1

Exercice 48 |[sujet| 1. Si (P|P) =0 alors P(i) =0 pour i €[0,n]; P a au moins (n + 1) racines distinctes donc est
nul.

2. Vo ={P € R,[X], P(1) = 0}. La famille des polynémes d’interpolation de Lagrange aux points 0, 1,...,n est donc
une bon de R,,[X] telle que Vg = Vect{Lo, Lo, ..., L,} = Vect{L,}*.

2
3. (nf IP1) = d(1,V0)? = 1 =m0, (DI = Imvecezay DI = (Laf1)” =
Exercice 49 [[sujet] 1. Si (P|P) =0 alors [[O n] sont (n + 1) racines distinctes de P donc P = 0.
k 1+ (=1)*
2. P = ZakX € H,, si et seulement si Zaki

k+1
k=0
linéaire non nulle (¢(1) = 2) donc H, est un hyperplan de R,,[X] donc dim(H,,) = n.

0; H, = ker(p) ot p : P — / t) dt est une forme

(P|X) =0

(Pl3x2-1)=0 <

3. Hy = Vect{X, 3X2—1} - il suffit que A soit un vecteur normal & Hs : si P = a+bX +cX? alors {

{ 3a4+5b+9c=0 donc As = 6X2 — 15X + 7 convient.

X2|As)| 1
X% Hy) = x2) = (XA 1
d( ‘ 2) ||7TVect(A2)( )H ||A2||2 27

6a + 12b+ 23c =0

Exercice 50 |/sujet/| 1. On vérifie que (P, Q) — (P|Q) est toujours bilinéaire symétrique positive. Si les a; sont 2 a 2
distincts et si (P|P) = 0 alors P(a;) = 0 pour tout i € [0,n] donc P a (n+1) racines distinctes donc est nul est (| )

est un produit scalaire. Dans le cas contraire, si ap = a; par exemple, P = H(X —ay) € R,[X] est tel que P #0

k=1
et (P|P) =0 donc (|) n’est pas un produit scalaire.

(X _ 1

2. On a F = Vect{1}* donc d(X", F) = ||Tyect(1} (X™)] = “E =

Exercice 51 |[sujet]| 1. Si(P|P) =0 alors P(a;) = 0 pour tout ¢ € [0,n] donc P a (n+ 1) racines distinctes donc est
nul est (|) est un produit scalaire.
|ax™mr_1

2. On a F = Vect{1}* donc dim(F) = n et d(X", F) = ||Tvect(1}(X™)|| = |1||2

Zak

Exercice 52 1. Si (P|P) = 0 alors P (1) = 0 pour k €[[0,n] donc 1 est racine de P d’ordre > n + 1 donc
P=0.

|(1XF)]

S A
11>

2. E = Vect{1}* est un hyperplan (donc dim(E) = n) donc d(X*, E) = ||7rvect{1}(Xk)|| =

Exercice 53 On a F = {PGRH[X],Zpk 0} = Vect{Q}* avec Q@ = 1 + X + --- + X™; on en déduit

_ Q)
QI
Exercice 54 |[sujet| 1. Cours

2. F est un hyperplan de Ry[X] dont une base est (1, X?). On décompose P en P = (1 + X?) + X et on vérifie
(X1) = (X|X?) =0donc 1+ X? € F et X € F* donc 7p(P) = X.

mr(l) = Q avec (1|Q) =1let |Q|I*> =n + 1.

Exercice 55 1. facile
wpp —1
(n+1)?
3. facile : trouver une bon (fo, f1) de F' puis 7r(g9) = (folg)fo + (f1l9) /1
4. cest d(g, F)* = [lg]l* = (fo — 9)* = (f1l9)?

1
2. attention aucasn=0:t"Int =0 (—) et I,
0 \/i



Exercice 56 [[sujef]] On pose f(t) = tIn(t) (prolongée par continuité en 0 par f(0) = 0) et on munit £ = C°([0, 1], R)
i

du produit scalaire (ulv) = / u(t)v(t)dt. On a migl Iy = d(f,R,[X])%. Une bon de R;[X] est (1,v3(2X — 1)) donc
0 a

1 1 .
e (x) (F) = (UNT+32X —1]/)(2X 1) = =7 = 52X —1) done min Lo = ||f ==, ) (NI = £ = 7, 1) (H)I* =
2_1 5 t atteint si et seul t si ! t b =
- — = — int si ment si a = —— = ——.
0 16 144 est atteint si et seulement si a 6 e 5

Exercice 57 On munit C°([1,¢],R) de (u|v) = / u(t)v(t) dt et on cherche d(In, R;[X])? : une bon de R;[X] est
1
1 2v/3 (X e+l
e—1"(e—1)3/2 2
1 = ey ) (OIF = NI = I, x P = - -

)) done ms, 1) = S 111 (e (X = S5 ) (= 557 ) et Rafx)? =

+oo
Exercice 58 On munit R[X] du produit scalaire (P|Q) = P(t)Q(t)e~ " dt qui existe car P(t)Q(t)e™" =
0

t—>:—<x>

1
0 <t—2) et si (P|P) = 0 alors (continu positif) P(¢t) = 0 pour ¢ > 0 donc P a une infinité de racines donc P = 0.

On cherche d(X,F)? ot F = Vect{l,X?}; une bon de F est (1, (X2 - 2)) donc 7p(X) = (1|X)1 + —(X? —

1
25
1 4 1

X)X —2) = 14 H(X* —2) et d(X, F)* = |X —mp(X)? = [ XIP ~ Jrr(X)P =2~ (145 ) = £
1
Exercice 59 1. On cherche d(In, Ry [z])? pour le produit scalaire (f|g) = / 22 f(z)g(x) dz sur E = Vect{In, 1,id} ;
0
une bon de Ry [X] est (v/3,v5(4X — 3)) puis d = || In ||> — 3(1|In)? — 5(4X — 3|In)? = ...

1 1 1
2. Sia=a+ifetb=a'+ip alors / 2% In(z) —ax — b do = / 2% In(z) —ax—o/|2dx+/ 22|Bx + B'|* dz > d?
0 0 0
donc la borne inf dans C? est la méme que dans R2.

t)g(t 1
Exercice 60 |[sujet/] 1. % = o <(1t)1/2> (idem en —1) donc ¢(f,g) existe; le reste est facile
_ s _
1 ! w3
2. |larcsin ||* = {g arcsin(t)g} » =1

1 1
3. Cest d(arcsin, Ry [X])2 et Pp = —, Py = —X est une bon de Ry [X],...
T

V2
Exercice 61 |[[sujet| 1. cours (produit scalaire canonique de M,,(R))

1
2. H = Vect{J}* ot J est la matrice dont tous les coefficients valent 1 et d = d(A, H)? = ||ny. (A)|]* = — Z a;
n
(4.4

Exercice 62 1. cours
2. SiA="Aet B=—-"B (A|B) = Tr(AB) = —Tr(A'B) = — Tr('BA) = —(B|A) = —(A|B)
1 1 1 1
3. M= §(M+tM)+§(M—tM) est la décomposition de M donc d(M, S3(R)) = ‘2(M - tM)H = \/5 Tr(tMM — M?2)
4. H = ker(Tr) est le noyau d’une forme linéaire non nulle donc un hyperplan et dim(H) = n* — 1. Comme H =
(L] D] _ 1
Vect{I,,}*, on a d(J, H) = ||veer1,) (J)|| = =—.
e [

Exercice 63 |/sujet/| 1. cours
2. facile

1 1
3. Si M est la seconde matrice, une bon de F' = Vect{I3, M} est donc (

1
—I,—M) t rp(A) = = (I5|A)L
e et mp(A) 3(3|)3+

1 1
~(M|AM =13+ =M.
3 3
Exercice 64 1. cours
2. F= Vect{IQ, A} avec A = E172_E271 H M = <Z Z

) € F* siet seulement si (Ip|M) = (A|M) =0 < a+d =b—c =0
1 1
donc Ft+ = Vect{C, D} avec C = E1 1 — E25 et D = Ej 5+ E31 et une bon de Ftoest (\/iC, —2D>



B

3. d(J,FH)? = ||zp())|* = %(IQ'J)Q + %(AL])2 car (\/§

I, ) est une bon de F. On trouve d(J, F-) = 4.

1
—A
V2

1
Exercice 65 [[sujet] 1. P(t)Q(t)e™" 0 <t—2) et si (P|P) = 0 alors (continu positif) P(t) =0sit € RT; P a une
infinité de racines donc P = 0.

2. 1= P2 "2 Pu(0)F + 2(Py|PL) = Pu(0)? car Pl € Vect{P,,...,Pr_1}* = Vect{l,..., X" 1} = R,_1[X]"* et
deg(P;) < k — 1 car deg(Py) = k donc (Px|P}) = 0.

tﬁioo

n n
3. Si on suppose P(0) = 1 (possible quitte & remplacer Py par —Py), on a P = Zakpk € F ssi Zak =0 (éq

k=0 k=0
cartésienne d’un hyperplan) donc F' = Vect{Q}J‘ avec Q = Py + P+ ---+ P,. On a alors d(1, F)? = |7z (1)||* =
1 n
T@'HQ) puis, comme (Py, ..., P,) est une bon, ||Q[? = n+1et (Q[1) = Z(Pk|1) = (Py|1) = 1 car on vérifie ||1]| = 1
k=0
donc Py = 1.

1
Exercice 66 [[sujef] 1. A(t)B(t)e™" 0 <t—2) et si (P|P) = 0 alors (continu positif) P(t) = 0sit € RT; P a une

infinité de racines donc P = 0. < X*, X" >= (k + h)! par IPP successives.
2. Qe F

t—;roo

n
3. <1-Q, X" >=3l— Zak(k+i)! =ilP(i)etsiie[l,n], X" € Fdonc1—Q L X’ donne P(i) = 0.
k=1
4. On cherche d(1,F)? =1 -Q|? =<1-Q,1-Q >=<1,1-Q > - < Q,1 - Q >=< 1,1 —Q >= P(0). On sait

que deg(P) =n et que 1,...,n sont des racines de P donc P = « I | (X —k). De plus P(—1) =1=(-1)"a(n+1)!
k=1
(=n" 1
P(0) = .
e PO =0

donc a =

n n n
Exercice 67 1. Si P = Zkak et Q = quXk (avec n = deg(P) et n > deg(Q)) alors (P|Q) = Zpqu
k=0

k=0 k=0

donc unicité si existence et (P|Q) = Z prqr définit bien un produit scalaire sur R[X]
k=0
d
2.si P = Zkak € Ft alors (P|1) =0 car 1 € F et (P|1) = po donc py = 0. De méme, Q; = (247! — 1)X* —

k=0
(28 — 1)X9*! € F donc (P|Qy) = 0 et, si k < d, on a (P|Qg) = (247! — 1)ps donc pp, = 0 et P = 0. On en déduit
F+ ={0}. Puis F@ F+ = F # R[X]

3. Comme F @ F* # R[X], on ne peut pas introduire de projection orthogonale sur F et on doit utiliser d(X, F) =

;Ié%HX — PJ| seulement. Si @, = X — 1 alors @, € F donc d(X,F) < || X — Q] =
d(X,F) =0

on en déduirait X € F mais pourtant X ¢ F car F # F, ie F n’est pas fermé

om _ 1 m()donc

Exercice 68 |[sujet| 1. Existence et unicité : cours (4 est une forme linéaire). Si deg(2) < n — 1 on aurait (Q|XQ) =
1

(XQ)(0) =0 (car XQ € R,[X]), ce qui est absurde puisque (2| X) = / tQ(t)* dt est I'intégrale d'une fonction
0
continue positive et non nulle (£2 # 0 sinon on aurait § = 0, ce qui n’est pas le cas puisque §(1) = 1).

2. a) Par Cauchy-Schwarz avec K = ||Q]].

b) (1—X)")=1let|(1-X)" = . Si Q existait, on aurait [6((1 — X)™)|] < K||(1 — X)"| pour tout

1
Vvan+1

n € N, donc 1 ce qui est absurde (mais R[X] n’est plus de dimension finie).

K
V2n+1
Exercice 69 1. Soit ¢; la forme linéaire telle que Matg(p;) = *Cj; il existe g; € Vect{f1,..., fn} = F telle

que Vf € F,p;(f) = (g;]f). Par définition de la matrice de cette forme linéaire dans B, on a m; ; = ¢;(f;) = (g;|f:)-

2. IL suffit d’utiliser M = I, : il existe une famille (g1,...,gn) telle que Y(4,7), (filg;) = di ;. Si Zaifi = 0 alors,

pour tout 7, on a 0 = Z a;(filgj) = a; donc la famille est libre.



dt est un produit scalaire sur R[X] :

1
Exercice 70 On vérifie que (P|Q) = /0 Jj/(j);ii? ]—:/(i);&i? o) 0 (\/%)

donc lintégrale existe; si (P|P) = 0 alors (continu positif), P(t) = 0 sur [0, 1] donc P posséde une infinité de racines et
P=0.
P +— P(1) est une forme linéaire donc 'existence et 1'unicité de A est du cours puisque R, [X] est de dimension finie.

1
Dans R[X], si A existait, on aurait (avec P = (1 — X*)", pour n > 1) 1 = / At)V/1 —2(1 — )"~ 1dt; comme
0

t — A(t)V1—1t? est continue sur le segment [0,1], il existe K tel que V¢ € [0,1],|A(t)v/1 —¢?| < K, ce qui donne
1 1 /2

1< K/ |1 —t?|"~!dt. En posant t = cosf, on a / (1)) tdt = / cos®™ 1 0df = wy,, 1 (intégrales de Wallis)

0 0 0

et comme on a démontré que (wy,) tend vers 0, 1 < Kwa,_1 est absurde.

t—+o0

“+o0
Exercice 71 On vérifie que (P|Q) = / P(t)Q(t)e™" dt est un produit scalaire sur R[X] : P(¢)Q(t)e™"
0

1
0 <t—2) donc l'intégrale existe et si (P|P) = 0 alors (continu positif), P(t) = 0 sur RT donc P a une infinité de racines et

P=0.

On cherche donc I’existence et 1'unicité d'un polynéme P unitaire tel que P € R,[X] NR,,_1[X]*; cet ensemble étant
une droite, existence de P est assurée (et il suffit de le diviser par son coeff dominant pour le rendre unitaire). Si @ est
un autre tel polynéme, P — @ € R,,_1[X] puisqu’ils sont tous deux de degré n et unitaires; on a donc P — Q € R,,_1[X]
et P—Q € R, 1[X]* puis P = Q.

L’unicité subsisterait si P existait mais si P existait, on aurait (P|P) =0 donc P = 0 ce qui est absurde.
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