Programme d’interrogation n°12, du 15 au 19 décembre 2025 PSI2

I Suites et séries de fonctions

Les fonctions considérées sont a valeurs dans R ou C.
1. Modes de convergence des suites de fonctions

a) Convergence d’une suite de fonctions : convergence simple, convergence uniforme et convergence uniforme sur
tout segment.

b) Continuité et convergence uniforme : la limite uniforme d’une suite de fonctions continues sur I est une fonction
continue sur I ; le résultat reste valable dans le cas de la convergence uniforme sur tout segment de I.

2. Modes de convergence d’une série de fonctions

a) Convergence simple, uniforme, normale, uniforme et normale sur tout segment. La convergence normale sur [
entraine la convergence absolue en x € I.

b) Théorémes de continuité et de double limite (admis) pour la somme d’une série de fonctions.
3. Intégration et dérivation des suites et séries de fonctions
a) Intégration des suites de fonctions :

e si (f,) est une suite de fonctions continues sur [a,b] qui converge uniformément vers f sur [a,b] alors

/f t)dt = hm/fn t) dt.

e Théoréme de convergence dominée (admis).

b) Intégration des séries de fonctions :

e si (fy,) est une suite de fonctions continues sur [a, b] telle que Z fn converge uniformément sur [a, b] alors

/abf(t)dt:io/abfn(t)dt

e Théoréeme d’intégration terme & terme (admis).

c¢) Dérivation des suites et séries de fonctions : si (f,) est une suite de fonctions de classe CFsur I, k> 1, telle
que, pour j € [0,k —1], (f)) converge simplement sur I et (f*)) converge uniformément sur tout segment
de T alors f, la limite de (f,), est de classe C* sur I et f) = lim f(®.

n—-+oo
Application aux séries : si (f,) est une suite de fonctions de classe C* sur I telle que, pour tout j € [0,k — 1],
Z f,(lj ) converge simplement sur I et telle que Z fT(lk) converge uniformément sur tout segment de I alors

—+oo
S:x— an(x) est de classe C* sur I et, pour j €[0,k], SU) = Zf,(lj).
n=0

II Espaces préhilbertiens réels

1. Espaces préhilbertiens réels

a) produit scalaires, identités remarquables (||u & v||?) et identités de polarisation, inégalités de Cauchy-Schwarz
et inégalité triangulaire cas d’égalités. Exemples & connaitre : produits scalaires canoniques sur R, M,, ,(R)

et (f,9) H/ f(t)g(t)dt sur C°([a,b], R).

b) Orthogonalité : vecteurs orthogonaux, unitaires, famille orthogonale, orthonormale, liberté d’une famille ortho-
gonales de vecteurs non nuls, théoréme de Pythagore, sous-espaces orthogonaux, somme directe orthogonale de
sev, orthogonal d’une partie quelconque, propriétés (XJ‘ est un sev, X+ = Vect{X}J‘, XcyYy=vYtcxt

1
XNnX*tc{o}et X (X))

A suivre : la fin des espaces préhilbertiens
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