Familles sommables

I Familles de nombre réels positifs

Définition : (Cas positif)
Soient I un ensemble fini ou dénombrable et (z;);c; une famille de réels appartenant & [0, +00]. On dit que (z;)ier
est sommable s'il existe M € R tel que, pour toute partie finie J C I, on ait

S
ieJ
Dans ce cas, on définit la somme de la famille (x;);cr par
in = sup{Zwi,J cl,J ﬁnie}
i€l ied

Dans le cas contraire, on écrira g T; = +o00.
iel

Remarque(s) :
@ Sil existe un indice i € I tel que x; = 400 alors (z;);cr n’est pas sommable, donc Z T; = +00.
iel
@ On écrira Z x; < +oo pour désigner le fait que la famille de réels positifs (z;);c; est sommable.
iel

@ Dans le cas d’une famille de réels positifs, le calcul de la somme de la famille constitue une preuve
de la sommabilité : la famille est sommable si et seulement si sa somme ne vaut pas +oo.

Exemple(s) :

. 1
Sil={(p,q) eN* p>2qg=2}etu,,= pm alors (up,q)(p,q)er €st sommable.

Propriété [I.1] : Si (x;);cs est une famille de réels positifs sommable et si J C I alors (z;);cs est sommable et

in SZ%‘

i€J i€l
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II Familles de nombres complexes

Définition [II.1] : (Cas complexe)

Soient I un ensemble fini ou dénombrable et (z;);c; une famille de complexes. On dit que la famille (x;);cr est
sommable si la famille (|z;]);e; est sommable donc si

Z |z;| < 400
iel

Dans ce cas, la somme de la famille (x;);cr est définie par :

1 1
° in = ij — Zx: si (z:)ier est réelle, avec z; = 5(\1‘1\ +z;) et z; = §(|a:,| — ;).

iel iel iel
. in = ZRe(mi) +iZIm(xi) si (x;)ier est complexe.
iel iel iel
Remarque(s) :

(IL.1) Si I = N, la famille (z,,),en est sommable si et seulement si la série Zmn est absolument

n=0
—+00
convergente et dans ce cas g Ty = g zn (la somme de la famille est aussi la somme de la série).
neN n=0

Propriété [I1.2] : (Théoréme de comparaison)

Soient (z;);ecs € K! et (yi)ier € (R+)I sont deux familles indicées par le méme ensemble I telles que

Si (yi)ier est sommable alors (z;);c; est sommable

< Z|$z| < Zyi-

iel el

Dans ce cas, on a E T;

icl

Propriété [I1.3] : (Linéarité)

Si (2;)ier et (yi)ier sont deux familles sommables de K, indicées par le méme ensemble I, et (a, ) € K? alors la
famille (ax; + By;)icr est sommable et

Z(ami—i—ﬁyi) :azﬂfi—f'ﬁzyi

icl il i€l
Remarque(s) :
(I1.2) La réciproque est fausse : si (z;);c; n’est pas sommable et y; = —x; alors (z;+y;)ics est sommable.

@ Plus généralement, si (x; + y;)icr est sommable, alors (x;);cr est sommable si et seulement si
(yi)iel est sommable.

Propriété [I1.4] : Soient (z;);e; une famille de K et o une permutation de I (ie une bijection de I sur I). La
famille (2;);c; et sommable si et seulement si la famille (2, (;))ics est sommable.

Dans ce cas, on a E T; = E T (s)-

el i€l

Remarque(s) :

(I.4) Cela signifie que la sommabilité et la valeur de la somme ne dépendent pas de 'ordre dans lequel
on numérote les x;.
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IIT Procédés de sommation

Théoréme [I11.1] : (Sommation par paquets)
Soient (z;);es € K! et (In)nen est une partition de I'ensemble I, ie

I= UI” et n#m=1I,N1I,=0.
neN

Alors (x;)ier est sommable si et seulement si Z (Z |xl|> < 400
neN \iel,

Dans ce cas, on a

Sa-3 (2]

el neN \iel,

Remarque(s) :

{I1.1) Z (Z |mz|> < +oo signifie que, pour tout n € N, la famille (x;);cs, est sommable, donc
neN \iel,

E |z;| existe, et la série g ( E |;1c1|> est convergente.
i€l neN \i€l,

II1.2) Certains des I,, peuvent étre vides. En particulier, s’ils sont tous vides sauf un nombre fini d’entre
eux, on peut utiliser une partition finie de I.

Exemple(s) :
1 =1 w2
Calculer Z Gnrie sachant Z 2=
neN n=1
1
Montrer que <7> est sommable.
pa(p+a)/, 1

Théoréme [I11.2] : (Théoréme de Fubini)
Soit (x,5)(i,j)erx. une famille de K indicée par I x .J, avec I et J au plus dénombrables.

Alors (7) (i, j)erxs est sommable si et seulement si Z Z |zi ] | < +o0

iel \jeJ
Dans ce cas, on a
¥ ey (o) - X (Ta)
(6,5)€TXJ i€l \ jeJ jeJ \iel
Exemple(s) :
1 = =1
Calculer Z — et en déduire la valeur de Z(C(p) —1), ou ((x) = Z v siz > 1.
p,q=2 p=2 n=1
Propriété [I11.3] : Si (2;)icr et (y;)jes sont deux familles sommables de K alors la famille (z;y;); j)erxs est
sommable et
(Ta) (Zn) - % ew
iel JjeJ (i,g)eIxJ

Remarque(s) :

(I11.6) On retrouve ainsi la propriété sur le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes.
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