PSI2 DM11 pour le lundi 12 janvier 2026
(Extrait de Centrale PC 2023 maths 2)

Notations
R, [X] désigne I’ensemble des polyndomes de degré inférieur ou égal & n & coefficients réels.
j—1
17
(Hj)jen désigne la famille de polynémes définie par Hy =1 et, pour tout j € N*, H; = = H(X —1).
J:
=0

n

Pour (k,n) € N2, on note ( f

n) le coefficient binomial & parmi n. On note (8) =1et (

I )zOsik>n.

I Utilisation de séries entiéres

I.A- Une premiere formule

n
1. Pour k € N, montrer que la série Z ( k) a™ est absolument convergente pour |z| < 1.
n=>0
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+oo
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2. Montrer, par récurrence sur k € N, que, pour tout « €] — 1, 1], E ( >x = m

k

n=0
On pourra utiliser un produit de Cauchy.

1.B- Utilisation d’une famille de polynémes

+oo
Pour tout k € N, on note fj : z — Z nFzm.

n=0
1. Montrer que, pour tout k € N, f;, est de classe C' sur | —1,1[.
2. Soit k € N. Montrer que (Hy, ..., Hy) est une base de Ri[X] et qu’il existe une unique famille (ay g, ..., ax k) dans

k
RF telle que X* = Zak)jHj.
j=0

3. Pour k € N, donner les valeurs de ay o et oy .

7j—1 .
4. Pour tout (j,k) € N? tel que 1 < j < k, montrer que g = gk — Z <]>a;”
i
i=0
5. Ecrire une fonction Python alpha qui prend un couple d’entiers (k,j) en parametre et qui renvoie la valeur ay ;.

. s . . . . . . . n
On supposera avoir acces a une fonction binome telle que binome (n,k) renvoie le coefficient binomial < k)

P (x
6. Montrer que, pour tout k € N, il existe un unique polynome réel Py, tel que, pour tout = €]—1, 1], fr(z) = a k( )Z+1
—x
k
et que ce polynéme vérifie la relation Py, = Z o X3 (1 — X)F,
§=0

7. A Daide de la fonction Python alpha, écrire une fonction Python P qui prend lentier k£ en parameétre et qui renvoie
la liste des coeflicients de degré 0 a k de P.

8. Montrer que, pour tout k € N, Py = X(1 — X)P, + (k+ 1) X Py.
9. Calculer explicitement Ps et Ps.
10. Déterminer, pour tout k& € N, le degré de Py ainsi que son coefficient dominant.

1
11. Montrer que, pour tout k € N* et pour tout = € ]0,1[, z**' P, <7> = Py(z).
x

12. En déduire, pour tout & € N* et pour tout j € [0, k], un lien entre les coefficients de degré j et k+ 1 — j de Py.

II Etude de sommes doubles

On considére dans cette partie des familles de nombres réels indexées par N? c’est-a-dire du type (@ij)(i,j)enz-
+o00o 400 +o0o 400

Dans ce contexte, on se demande s’il est possible de définir les quantités Z Zam et Z Zai’j et si ces quantités,
i=0 j=0 §=0 i=0

lorsqu’elles sont définies, sont nécessairement égales.

On rappelle et on admet les deux résultats suivants.



400 00 +0o0 00
e Sia;; > 0 pour tout (4,j) € N2, alors les deux sommes ZZaM et ZZam existent dans [0, +o00] et sont
i=0 j=0 §=0i=0
égales. En particulier (cas d’une famille sommable de réels positifs), si 'une des sommes est finie, autre aussi et
elles sont égales.

e (Cas d'une famille sommable de réels quelconques.) Si (a; ;) j)en> est une famille de nombres réels telle que la
400 +00 +o00 400 +00 +o00

somme E E la; ;| est finie, alors les sommes E E a; ; et E E a; ; existent et sont égales.

i=0 j=0 i=0 j=0 =0 i=0

I1I.A- Application
II.A.1) Une premiére application
Soit z € ] — 1,1].

nz" X pan NI
;. _ n(1+k)
1. Montrer que la série E T m converge et que E T—n = E E nx .
n>1 n=1 n=1 k=0
2. Montrer que la série l converge et que sa somme est égale a celle de la série na”
. —_— Vi .
a D (g comerse et 8 2 T
p>1 n>1
I1.A.2)- Une deuxiéme application
+oo ﬂ_Q
On admet que E 2z
k=1
+o00 1

1. Montrer que 'on peut définir, pour tout n € N*, u,, = n —_—
d P P n ;%mw+1)

2. Montrer que la série E u, converge et calculer sa somme.
n>1

II.B- Contre-exemples

I1.B.1) Un premier contre-exemple

0 sii > j,
On considere la famille (b; ;) (; jyen2 définie, pour tout (i,5) € N, par b; ; = —% sii=j,
2 sie < j.
400 +00
1. Montrer I'existence de Z Z b; ; et calculer sa valeur.
i=0 j=0
400 +00
2. Montrer I'existence de Z Z b; ; et calculer sa valeur.
§=0 i=0
400 400 400 400
3. A-t-on Z Z bi,j = Z Z bi,j ?
=0 j=0 §=0 i=0
I1.B.2)- Un deuxiéme contre-exemple
0 sit > 7,
On considere la famille (c; ;) (; jyen2 définie, pour tout (i,5) € N, par ¢; ; = { j sii=j,

—2i377 sii<j.

“+o00 400
1. Montrer I'existence de Z Z ci,; et calculer sa valeur.
i=0 j=0
o : = 13 -1
2. Soit j € N. Montrer que la série Z ¢;,; converge et que Z Cij =5 31
>0 i=0
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3. Quelle est la nature de la série Z Z cij?

§>0 i=0



