Correction DM11
(Extrait de Centrale PC 2023 maths 2)

Partie I.A
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1. si 0 < |z| < 1 alors |z| < 1 donc, d’aprés la régle de d’Alembert, (SATP) la

série Z (Z) x" est ACV | (elle est ACV aussi pour z = 0 bien sir).

2. Pour k=0et|z|<1,ona = Zx et ( ) = 1 donc le résultat est vrai.

mk =X /n ahtl ak x
. . n .
Si on suppose, pour |z| < 1, m = ngo 3 z" alors -2~ @ _a;)k-‘rl X T2 On pose alors
n 0 sin=0 T = =
— n — . —
an—<k)x etbn—{xn sin>1 desortequel_x—an.Onadonc - k+2—<Zan>x<an>.
n=0 n=0
k:-‘r
Les deux séries étant ACV pour |z| < 1, par produit de Cauchy, on a ( k+2 Z Cp avec ¢, = Z anbp_p.
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On a donc cg =0 (k+1> et,pour n > 1, ¢, = hgzo <k>x T 50 {(qul) <k+l)} T <k+1>’ par

h=

0 ohtt X/ n
télescopage, car P 0. On a donc bien A=z = ,;0 b1 2" sl x| < 1

Partie I.B

1. On pose u,(z) = n*z™ et on applique le théoréme de dérivation :
1 : les fonctions u, sont C' sur ] —1,1].
1
Co k.n  _ k.n
H2 : si|z| < 1 alors n"x e © <n2) donc Zn x" est ACV et Zun CVS sur | —1,1][.
1
H3 : six € [—a,a] C]—1,1] alors |u),(z)| = n*Tz|" ™1 < nFHa"~! (indépendant de z) et n*+1q"~! s © (ﬁ)

car |a| < 1. La série Zu; CVNTS de | — 1,1].

On en déduit | i, € C*(] — 1,1]) et, pour |z| < 1, fi.(x an+l n-t

2. (Ho, ..., Hy) est une famille de k + 1 polynémes de R;[X], de degrés échelonnés, donc est une base de Ry[X]; ce
qui donne Uexistence et I'unicité des ay ; (les coordonnées de de X* dans la base (Hy, ..., Hy)).

3. On a H;(0) = 0 pour i > 1 et Hy(0) = 1 donc |ag o = 0F = 0| Comme Hy est le seul polynéme de degré k, en

identifiant le coefficient dominant de X*, on trouve

0 sij<i—1 ;
L . , k . ko I T4 —
4. Ona H;(j) = (]) > donc en évaluant X" en X = j, on trouve j" = Zak,le(]) = Zak’lHZ(j) =

1

ak] +Zak1 2 —ak]+zakz<>

5. Rien n 1nterd1t une fonction récursive assez inefficace :

def alpha(k,j) :

if k=0 :
return 1

elif j =0
return 0

else
r = jxxk
for i in range(j) :

r=r — binome(J, )*xalpha (k,i)

return r
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finie
6. On a n” Zakj ) donc fi(z Z ZO"W Z: Z Ok Z H;(n)z" puis Hj(n) = (n> donc
n=0 j=0 7=0 J
n ! 1 £ j k—j
ZH](n)x :mdapresIA2 On a donc fi(z Z ;w )i = (I —a)Fi Zoak,jx (I1—x)*7,
J:
ce qui donne l'existence des polynémes P et la relation Souhaltee
Reste 'unicité : si Qj est un autre polynéme tel que fi(z) = (1Qk(fz+l sur | — 1,1[ alors P, = Q sur | — 1,1]
—x
donc P, = Qy, car P, — Qy s’annule sur | — 1, 1] donc posséde une infinité de racines.

7. On peut commencer par calculer les coefficients de X7 (1 — X)*~7 avant de faire une combinaison linéaire
def P(k)

L = [0]x(k+1)
for h in range(k+1)

| = [(—1)**ixbinome(k—j,i) for i in range(k—j+1)] # (1—X)*
M [0]%] +M # XI(1 - )
for i in range(k+1)
L[i] += alpha(k,j)+M[i]
return L
+oo /
8. On a fi(z Zonk"'l 2"~ donc xff(z) = fry1(z) donc x((lPk:(Ea)chH + (lzl—i_lll;fif)) = (IP}H;;CJ)& ce qui

donne, par unicité de Py 1,

Piyi=X(1— X)PL+ (k+1)X Py |

9. Py=1puis P, = X donc | Py = X> + X et Py = X* + 4X> 4 X |

10. On montre par récurrence sur k que P, = X*+Qy avec deg(Qy) < k—1 : évident pour k = 0 (ou 1). Si on suppose le
résultat vrai pour Py alors Pyy1 = X (1—X) (kX 1 +Q))+(k+ 1) (X T+ X Q) = X"+ X (1-X) Q)+ (k+1) X Qg
et deg(X (1= X)Q}, + (k +1)XQk) < k. On en déduit que | P est unitaire de degré k|

11. On procéde a nouveau par récurrence sur k : le résultat est évident pour k = 0; s’il est vrai pour Py alors on
1 1 1 1 1
a (k+ a"p, (7) — 1P (7) = P/(z) donc zF*2P, (—) = (z — 1)2"P] (7) + (k + a1 p, (7) =
x T x x x
1
(x —1) {(k‘ + 1)z P (E) - xP,é(x)} + (k+ 1) Py(x) = (x — 1) [(k+ 1) Py(x) — 2P(x)] + (k + 1) Pr(z) = z(1 —
2)Pg(x) + (k + 1)aPe(z) = Py (x)
k k k
. . . 1 i j=k+1—i .
12. Si P, = ZlaiX’ (car Pr(0) = 0 si k > 1) alors i p, <E> = Zlaixkﬂ P ZlakJrl,jX] donc
1= 1= 1=
Partie IT.A.1
nx™ 1 nx™
1. Comme |z| < 1,ona —— = 0(?) donc Zlfx

— est ACV. Toujours avec |z| < 1, donc [z"| < 1, on a

1-— x”
na™ =
_ n(k+1)
1—gn n Z Z n
k=0
2. On utilise le deuxiéme résultat donne avec an ) = iz R (la sommabilité a déja été prouvée au dessus) :
+oo “+o00 +oo +o0 k41
n n n &€ by
Z T = Z an (A+k) ot Z na(1F) Zn(wkH) = fi(z"*h) = A=z Reste a poser p =k + 1.
n=0 k=0n=0 n=0
Partie I1.A.2
1 1
1. m ~ kj74 (SATP) donc Up existe
E o Sik=zn . - . ) -
2. On pose ay i = E3(k+1) et on applique le théoréme de Fubini (le premier résultat rappelé puisque
0 sik<n
+o0
k(k+1 1
ank = 0) : ank =0 pour n > k donc nz%an B = Z w5 k 1) = 2k§’(k n i) Y] donc (@n k)n,k>1 €st sommable

+oo 71-

et Uy = —
Z n 12
n=0




Partie I1.B.1

1/2 X
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3. Bien slir que non
Partie I1.B.2
k=j—i =3 _ 1/3 XX
1. ’ ‘<1d0nch” =i—21 Z 3i=1 "2 2—2223 —2—21171/3 = 0. On a donc ZZCW =0
Jj=i+1 k=1 1=0 j=0
“+o00 j—1 j—1
2. ¢;; = 0 pour ¢ > j donc la somme est finie et ch =j— 22i3i*j. On pose alors f(x) = le =
i=0 i=0 i=0
= —j3i-1(1 — 3 i
x €]1,400[ et on remarque que ;Cz’,j =j— 3j2_1 f'(3)=j— 3j2_1 J3 (1(1 _32)))42- (1-137) _ 23>< 3;1

37 -1 +oo
3. d 1 " ¢ di
9% 3-1 151 2 onc la série ;) (12; ¢ 7) est grossierement divergente.



