Correction du DM13
Extrait de CCP PC 2005 maths 2

Partie I :

1. (&)) et (E-x—1) sont les mémes équations car (=1 — A)(1 + (=1 — X)) = A(A+ 1).
2. y est de classe C*° sur | — R, R[, et si [x| < R, on a :
+oo

—+oo +oo —+oo

"(z) = Z na,z" "t = Z(n + Day12™ et v’ (z) = Z n(n —1)a,z" 2 = Z n(n+1ag2" "
n=0

n=0 n=0 n=0
—+oo

Ainsi, z(1+2)y" (z)+ 2z +1)y(x) = A(1+N)y(z) = Z[n(n—I—l)anH +n(n—1)a,+2na,+(n+1)ant1 —A(1+N)a,]z"

n=0

Ainsi, y est solution de €y sur | — R, R[ si et seulement si ¥n € N, (n + 1)%ap41 + n(n + 1) — X1 4+ Na, = 0, ie

Ap+1 =

A+n+1)(A—n)
(n+1)?

n

3. a)

(Ex) admet une solution polyndmiale de degré d si et seulement si (€,) admet une solution DSE dont les
coefficients sont nuls & partir du rang d + 1 et ag # 0. Donc (€,) admet une solution polynémiale de degré d

si et seulement si

1)(d — 1)(d — — 1
Si A = d alors pour n < d, onaan+1:(n+d+ )(d n)an:(n+d+ )(d n)x(n—i—d)(d nt )an_l
(n+1)2 (n+1)2 n?
d)!(d —n)!
donc a,, = wao. Le seul polynoéme solution de (£4) tel que ¢q(0) = 1 est donc défini par :

(n!)?

d (n+d)l(d—n
T

Ap4+1T

A A—
m ( +nt DiA-n) |z] |z|]. On en déduit que
anx

(n+ 1) n—-+oo
Z anx™ converge absolument pour |z| < 1 et diverge grossiérement pour |z| > 1 donc le rayon de convergence
de Z a,x™ est
n>0
D’apres 2. et 4.a, 'unique solution DSE de (€y) sur | — 1, 1] telle que ¢ (0) = 1 est définie par :

Si A ¢ N alors a,, # 0 et pour z # 0 on a

n n—1
+00 H()"HC) X H()‘—k)
- k=1 k=0 n
oa(z) = 2 ()2 2" pour |z| < 1
- 1 2k —1 nn—l 2]€+1 n(2n)'
kl;[l<_2+ ) 1;[ = 4’ﬂn| et H <_*—k> = (—1) kE](:) B = (_1) o donc on a :

2
: ) z" pour |z] <1

n 1\2
= 47 (n!)
(1 "ok+1 (2n+1) /1 ()1 2k — 1 L1 (2n—2)
Deméme | | (§+k) == ="Fr o1l (5 k)= 1l 7= 92n—1(p — 1)!
k=1 k=1 k=0 k=1
©=2n41 @2\,
donc on a : | pqa(x) = Z(—l) on—1 \n(nl2 a2"pour |z| < 1
n=0 :

Partie IT :
1. On pose f(z,t) = /1 + xsin®t et on applique le théoréme de continuité :

H1 :
H2 :

H3 :

Pour t € [0,7/2], x — f(x,t) est continue sur [—1,4o0].
Pour z > —1, t — f(x,t) est CM° sur [0,7/2].

Pour z € [a,b] C [-1,400[, on a |f(z,t)] = V14 zsin?t < V1 +bsin?t = ©(t) (indépendante de x); ¢ est
continue par morceaux donc intégrable sur le segment [0, 7/2].

On en déduit que ‘ 1 est continue sur [—1, +oo[‘




2. a)

¢) Cours : intégrales de Wallis | I,, =

2 1
3. Comme 5 =1+2——,ona, pour x| <1, ¢1/5(x) = —p_1/2(x) + 2¢(x) donc | ) =

1\ (1 1 )Ttk o (20=2)0 (=D (2n)! .

(3) (1) (Gmin) =5 13 U T T T g
n—1 n

\/1+u72 —1) — 22(3()) u™ pour |u| <1

-1t (2n)!
Soit |z| < lette [ } ona 1+ zsin?t = Z fn(t) avec f,(t) = (Qn)— - 22(n(nn)!)2xn sin2" .

™
Pour l'interversion Z / / , comme le domaine d’intégration est le segment [0, 5}, on peut soit utiliser le

TITT, soit le faire avec un argument de convergence normale :

Avec la convergence normale :

7r
H1 : les fonctions f,, sont continues sur [O, 5]

. T 1 (2n)! n e 1s 1 (2n)!
H2: ona, site [0, 5}, |fn(®)] < e IWM (indépendant de t) donc || fn]leo < 51 2 ()2

qui est le terme général d’une série convergente car |z| < 1 (d’aprés le rayon de convergence du DSE de
™
V1+ ). Ainsi Z fn converge normalement sur [0, 3

nHrto(2 E
On en déduit : / V14 zsin?tdt = Z( ) ( n)) x"/ sin?" ¢ dt.
0

2n(m1)2
2 —1 22°(n

| ‘n

Avec le TITT :

H1 : la série de fonctions Z fn converge simplement sur [0, g} vers S :t+ \/1+ wsin?t.

T
H2 : les fonctions f,, et la fonction S sont continues par morceaux sur [O, 5}

T ™
H3 : les fonctions f,, sont continues par morceaux sur le segment [O, 5} donc intégrables sur [0, 5}

/2 1 2n)! 3 2
H4 : /0 |frn(t)] dt = 271_122(11(7:3')2|x|”/0 sin?" tdt < 2(2; 0 22(71(71)) |z|™ qui est le terme général d’une
série convergente car || < 1 (d’apres le rayon de convergence du DSE de v/1 + ) donc Z / | fn(t)| dt
converge.
D2 z
On en déduit aussi : / V1+zsin?tdt = Z (2 )_ T 22(71(7;)') x"/o sin?" ¢ dt.

n=0

Ceci étant valable pour tout z €] — 1,1[, on en déduit que 1) est DSE sur | — 1,1[ et qu’on a :

+oo n—1 s
(_1) (271)' 2 2 on n
P(z) = g on—1 2z \ 7, sin“” tdt ) ™ pour |z| < 1

n=0

(2n)! =«

W§ donc le DSE de ) est :
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