Correction DM14
(Centrale PC 2023 maths 2)
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Si on pose g(x) = T et G la primitive de g nulle en 0 alors on a G(z) = g ( :) iJr 1 donc le membre
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On remarque cette fois que le terme de gauche et le produit de Cauchy des deux séries entieres des questions
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De méme, P(Y = k) = ﬁ 321 n* < . p> = a —pp)k!fk < - p> car le terme n = 0 est nul

. Pour les 3 questions qui suivent, on peut gagner du temps en passant par la fonction génératrice de Y : si t € [0, 1]

(toutes les séries sont donc a termes positifs donc on va pouvoir appliquer Fubini)
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On en déduit ZP(Y =k)=Gy(1)=1puis E(Y) =Gy (1) = ]1) et V(Y)=GY(1)+EY)-EY)*= =
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Partie I1.B
1. Comme X;(Q2) = {0,1}, le nombre de piles est le nombre de fois ot X; prend la valeur 1 et ‘ An=(X1+ 4+ X9 =n) ‘




X1+ -+ 4+ Xo, est une somme de 2n variables indépendantes suivant #(p) donc X; + -+ + Xap, ~ B(2n,p) et

P(A,) = <2:>p”(1 -p)"

2. Un événement ne pouvant se produire pour la premiere fois qu’'une seule fois, les (B,,) sont deux a deux incompatibles.

3. Ona(C = U B,, donc C' est une réunion dénombrable d’événement donc est aussi un événement. Par o-additivité,
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les B,, étant 2 a 2 incompatibles, on a | P(C) = Z P(B,)
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. On note B, I’événement « on n’a jamais autant de piles que de faces » : By, = U B,, est donc bien un événement.
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La famille ((B,)n>1, Boo) est un SCE et on a donc P(A,) =Y P(An|Bi)P(Bi)+ P(A,NBa). Ona A, NBo = 0
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et si k > n, A, N By = 0 donc il reste P(4,,) = ZP(AH\Bk)P(Bk). Si By, est réalisée, on peut considérer qu’on
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recommence le jeu & partir du lancer 2k + 1 (on était A Péquilibre apres le lancer 2k); on sera donc & nouveau
a l’équilibre apres le lancer 2n avec la méme probabilité que celle d’y étre apres 2n — 2k lancers. On a donc
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. Comme P(Ap) = P(Q) =1, 0n a P(B,) = P(A,) — Z P(A,,—)P(By) et on va pouvoir déterminer la valeur de
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P(B,,) par récurrence forte sur n :

B; = A; done P(B;) = P(A;) = p(1 — p) qui est bien le résultat attendu pour n = 1.
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. Ona P(C) = ZP(Bn) £+ Z k—|—1< :)pkHﬂ — p)**1 donc avec (1.2), pour z = p(1 —p) € }0, 1 {, on a
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. Sip= 3 alors ¢ = 1 donc on ne peut pas appliquer directement (I.2) donc on commence par vérifier que (1.2) est
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encore valable en x = 1 en vérifiant que S(z) = HZ:: ( : ) n::-
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S est donc continue sur {O, ﬂ et on a P(C)



