PSI2 DM15 pour lundi 9 mars 2026
(CCP PC 2014 maths 1)

Notations :
Soient n et p deux entiers naturels non nuls, K ’ensemble R ou C.
Notons K[X] I’espace vectoriel des polynémes & coefficients dans K.
M., »(K) espace vectoriel des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K.
M, (K) Pespace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K.
I,, la matrice identité d’ordre n.
Pour P € K[X], on note Zg(P) Pensemble des racines de P qui sont dans K, c’est-a-dire ’ensemble des A € K qui sont
tels que : P(\) = 0.
On dit que P est unitaire si P est non nul et si son coefficient dominant est égal a 1.
Pour A € M,,(K), on note Tr(A) la trace de A, A la matrice transposée de A, det(A) le déterminant de A et X4 le
polynoéme caractéristique de A, c’est-a-dire X4 (X) € K[X] tel que :

pour tout A € K, X4(\) = det (\,, — A).

L’ensemble Zg(X4) est noté Spg(A).
n T

Pour z = (1,...,2,) dans K", on définit Az comme étant 'élément y = (y1,...,yn) € K" telque: [ @ | = A

Yn Tn
Pour tout z € C, on note Re(z) la partie réelle de z, |z| le module de z et Z le complexe conjugué de z.

Définitions
Pour P € K[X], on dit que P est stable si :

pour tout A € Z¢(P), Re(A) < 0.
Pour A € M,,(K), on dit que A est stable si X4 est stable.

PARTIE I : STABILITE DANS DES CAS PARTICULIERS
Soient a et b deux réels. On note P(X) = X? 4+ aX +bet A = a® — 4b.
On note z; et zo deux nombres complexes tels que : P(X) = (X — z1)(X — z2).

0O 1 O
Soit Q(X)=X*+X?*+X+1letB=|-1 0 1
0 0 -1

1. Montrer que a = —(2z1 + 22) et b = z125.

2. On suppose dans cette question que A > 0.

a) Vérifier que si P est stable, alors a > 0 et b > 0.
b) Montrer réciproquement que si a > 0 et b > 0, alors P est stable.

3. On suppose dans cette question que A = 0.
Montrer que P est stable si et seulement si a > 0 et b > 0.
4. On suppose dans cette question que A < 0.

a) Justifier que zo = 7.
b) Montrer que P est stable si et seulement si a > 0 et b > 0.

5. On suppose dans cette question que n = 2 et que A € My (R).

a) Exprimer X4 en fonction de Tr(A) et det(A).
b) Etablir que A est stable si et seulement si Tr(A4) < 0 et (—1)" det(A) > 0.

6. On suppose dans cette question que n = 3.

a) Trouver les racines complexes de Q.
b) Vérifier que Tr(B) < 0 et que (—1)" det(B) > 0.
¢) Montrer que ni @ ni B ne sont stables.

PARTIE II : NORME SUBORDONNEE ET MESURE DE LOZINSKII

Soit n un entier naturel non nul. Dans toute cette partie, on note || || une certaine norme sur le K-espace vectoriel K".

On définit Pensemble : B = {z € K" tel que ||z = 1}.

Pour A € M,,(K), on définit : |||A||| = sup(||Az||) (Vexistence de cette borne supérieure sera établie & la question I1.1.c).
zeB



1. a) Vérifier que lapplication x — ||Az|| est continue sur K".
b) Montrer l'existence de z € B tel que : Vx € B, ||Az| < || Azo]|

Cela justifie donc la définition de ||| Al| = sup (||Az]||) et on a alors |||A||| = ||Azo]-
z€eB
c) Montrer que ||I,,]]| = 1.
d) Montrer que 'application A — ||| A||| définit ainsi une norme ||| ||| sur espace vectoriel M,,(K) qui s’appelle la
norme subordonnée a | || : en effet, elle dépend du choix de la norme |||

e) Etablir que pour tout z € K® et A € M, (K), on a : ||Az|| < |||A]||.||z].
f) Montrer que, pour tout A € M, (K) et B € M,,(K), on a :

Al =MBI < lA=BIl et [ABI < [[All - IBI[-

|1+u>\|—1)

2. Montrer que, pour tout A € C, on a : Re(\) = lim (
u

u—0t

3. Soit A € M,,(K). On se propose dans cette question de montrer I'existence du réel :

p(A) = lim (w)

u—0t u

Ce réel est appelé mesure de Lozinskii de A (il dépend du choix de la norme initiale).

I, Al -1
Pour u > 0, on note u(A,u) = w
u

a) Montrer que pour tout u et v éléments de R :
(A u) = (A 0) = [lu™ Ly + Al = [lo™ i + Al = (w™! =07,

b) En déduire que si 0 < u < v, alors p(A,u) — pu(A,v) <0.
c¢) Vérifier que pour tout u > 0, on a : —|||A]]| < pu(4,u) < |||A]l-
d) En déduire lexistence du réel u(A) = lir61+(u(A, w)).

u—

4. On suppose dans cette question que K = C. Soit A € Spg(A).

a) Montrer qu’il existe z € C™ tel que Az = Az, ||z|| = 1 et puis que, pour tout réel u strictement positif, on a :
(I, + uA)x)|| = |1+ ul|.

b) En déduire que Re(\) < u(A).

¢) Donner une condition suffisante sur p(A) pour que A soit stable.

Le résultat principal de cette partie II est que :
pour tout A € Spc(A4), Re(A) < u(A)
ol

12, + uAl]| — 1)
)

w(A) = lim (

u—0F

PARTIE III : NORMES ET MESURES DE LOZINSKII ASSOCIEES

L1
Dans cette partie, & tout élément x = (x1,...,2,) de C", on associe la matrice-colonne X = : € M, 1(C). De
Ty
1 Ty
plus,si X = : | €M, 1(C),onnote X = : | € Mp1(C)et "X = (z1,...,2,) € Mq,(C).
Tn Tn

On munit C" de la norme définie par :

Vo € C, flafly = (X X)"% =

Pour A € M, (R), on note alors |||All|2 et p2(A) les deux réels définis par :

ll4ll = sup (Aclz)  on  B; = {z € C" tel que ||z]]s = 1}.
zeb2



I + uAll2 — 1>

ot NZ(A) - uliH)1+ ( u

Dans toute cette partie, on désigne par A un élément de M, (R).

1. Montrer que pour tout z € C" et pour tout u > 0 :

(I, + ud)z|]2 = |z)2 + u' X (PA+ A X +u* X LAAX.

2. Justifier qu’il existe M € O,,(R) et des réels aq,...,a, tels que a1 > -+ > a, et
o (0)
A+ A=M L EM
(0) Qn
Y
3. On suppose dans toute cette question que z € C" et ||x]]2 = 1. On pose =tMX.
Yn

n
a) Montrer que Z lys|? = 1.
i=1

n
b) Vérifier que ||(1, +uA)z|3 =1+ UZ ilyi* +u? X TAAX.
i=1
¢) Montrer l'existence de deux réels 7 et d tels que, pour tout « € C" vérifiant ||z||2 = 1, on ait :

v < TXPTAAX <0

On pourra commencer par vérifier la continuité de Uapplication ¢ : X — ‘X TAAX.
d) Montrer que pour tout v et § choisis comme en III.2.c, on a, pour tout u > 0 :

V14 ogu+yu? < |||, + ud|2 < V1 + au+ 0u?.

A+ A
e) En déduire que uy(A) = % = max {/\ € R tel que A € Sp ( 2+ )}

4. Soit H une matrice de M,,(R) inversible. Pour z € C", on pose ||z|g = |Hz||2-

a) Vérifier que 'on définit ainsi une norme sur C".
b) Montrer que, pour tout A € M, (R), [|Allx = ||HAH |2
¢) En déduire que, pour tout A € M, (R), on a : uy(A) = uo(HAH ™).

PARTIE IV : UN CRITERE DE STABILITE EN DEGRE 3
Soient a, b et ¢ trois réels. On considere le polynéme réel P unitaire de degré 3 écrit sous la forme :

P(X)=X?+aX?+bX +ec.
On dit que P vérifie la propriété H si
a>0 b>0, ¢>0 et ab—c>0.
Par le théoréeme de D’Alembert-Gauss, on note z1, zo et z3 trois nombres complexes tels que :

P(X) = (X —21)(X — 29)(X — 23).
1. Montrer que : a = —(21 + 22 + 23), b = 2122 + 2023 + 2321, ¢ = —212223 et ab— ¢ = _Z%ZQ — 2%23 — z%zl — 2323 —
zgzl — z%zz — 2212923.
2. Montrer que I'une des racines de P est un nombre réel.

On suppose dans toute la suite de cette partie que z; est un réel qui sera noté oy et que 2o et z3 s’écrivent sous la forme
Zo = g + 133 et z3 = a3 + i3 avec des réels as, asz, Po et [s.

3. On suppose dans cette question que fo = 0.

a) Montrer que f3 = 0.
b) Montrer que si P est stable, alors P vérifie la propriété H.

4. On suppose dans cette question que fBy # 0.



a) Montrer que ag = ap et que B3 = —fs.
b) Vérifier que : a = — (o +2a2), b = 20102 +03+83, c = —ay (a3 + B3) et ab—c = —2as (o] + o3 + B5) —4oy 03.
¢) Montrer que si P est stable, alors P vérifie la propriété H.

5. Montrer que si P vérifie la propriété H, alors Re(z1), Re(z2) et Re(z3) sont non nuls.

6. On suppose dans cette question que P vérifie la propriété H.

0 1 0
ab—c c
On pose alors A’ = —¢ 0 1 aveca' =a, b/ = et ¢ = = si bien que a’,b’ et ¢’ sont trois réels
0 _b/ _a/ a a

strictement positifs.

va'b'c 0 0
On note H la matrice diagonale inversible suivante : H = 0 a0
0

0 Va
On pose B’ = HA'H .

a) Montrer que X4/ (X) = P(X).

0 0 O

tBI B’
b) Calculer explicitement B’ et vérifier que : T+ =(0 0 O
0 0 —a

¢) En déduire que pug(A4") = 0.
d) En conclure que P est stable.



