Correction du DM15
(CCP PC 2014 maths 1)

Partie I :
1. En développant : P = X? — (21 4+ 22) X + 2129 donc ‘ a=—21 + 29 et b= 2129
2. a) SiA >0 alors z; et 23 sont réels; si P est stable alors z; + 22 = —a < 0 et 2120 = b > 0 donc
b) Si b > 0 alors z; et 2o sont du méme signe (strict) et si a > 0 alors z; + 2o < 0 donc 23 < 0 et 29 < 0 et
. a\ 2 . a . a2
3. Si A =0alors P = (X + 5) donc la seule racine de P est —5 Si P est stable alors a > 0 et b = 5 > 0.
Réciproquement, si a > 0 (alors b = % > 0 aussi) donc z; = 29 = —% < 0 et P est stable.
4. a) P est un polyndome & coefficients réels.
1 2
b) Les racines de P sont z = 5 (—a + 1V 4b — a2) donc P est stable si et seulement si @ > 0; comme b > az, on
aura de toute fagon b > 0. Ainsi ‘ P est stable si et seulement sia > 0et b >0 ‘
5. a) | X4 = X%~ XTe(4) + det(4)]
b) On a vu dans les questions précédentes qu’un polynéme de degré 2 de la forme P = X2 + aX + b est stable si
et seulement si @ > 0 et b > 0 donc X4 (puis A) est stable si et seulement si ‘ Tr(A) < 0 et (—1)*det(A) >0
6. a) |Q=(X+1)(X+)(X i)
b) Tr(B)=—-1<0et (—1)*det(B) = +1 > 0.
¢) Re(i) =0 donc ‘ @ n’est pas stable ‘ et comme Xp = Q, ‘ B n’est pas stable‘
Partie IT :
1. a) x+— Az est linéaire donc continue sur K" (de dimension finie) puis, par composition avec la norme (continue
car lipschitzienne) ‘x — || Az est continue‘
b) B est une partie fermée bornée et non vide de K", espace de dimension finie et a — ||Az|| est continue sur B
donc max [|Az|| existe, ie ‘ dxg € B,Vz € B, ||Az|| < || Azo|| ‘
¢) Siz € Balors ||[I,z]| = ||z|| =1 donc x — ||I,z|| est constante sur B et ||| I,]| =1
d) On vérifie :
— M, (K) est un espace vectoriel.
— ||| A||| existe d’apres la question précédente.
— |IIA|ll € RT car ||Az| € RT pour tout x € B.
— Si ||| Al = 0 alors Va € B, ||Az|| < 0 donc Az = 0 pour tout x € B. On en déduit Vect(B) € ker(A) donc
ker(A) =K" et A =0.
— SideKet x € Balors [|[Az| = |A| x ||Az| < [A|| X |||A]|] puis NNNXA < |A] < ||| 4]]|-
1 1
Pour A # 0, on a |||A]| = |HX()\A)H| < W|||)\A||| donc [|A ]| = |A| x || A|ll pour A # 0; ce qui reste valable
pour A = 0 puisque [[|0A]|| < 0 donc [|0A[| = 0.
— Si A, B € Mn(K) et x € Balors [[(A+ B)z| < [|Az| +[|Bz|| < [[|All + | B]| donc [[[A+ B < [|Alll+ 1Bl
On en déduit que ‘ Il est une norme sur M,,(K) ‘
e) Siz #0 alors ”m—” € B donc A”:UH < |IA|ll, puis ‘ Az || < [IJA]ll % [|z|| ‘ ce qui est aussi valable pour x = 0
x x
puisque A0 = 0.
) Ona |4l = (4~ B)+BIl <[4 - Bl + 1Bl donc [ [I4]| 1Bl < A — BIl]

donc

Si € Balors | ABz| < [|A[| x [ B=| < | Al x || BI| done | [ AB]| < [JAl|  [IB]|]

L+u) —1 1 2 21 1+ 1(2uz) + -1
2. On pose A = = + iy et on a, pour u € RT*, [L+u) = \/< +ux)? + (uy) = 3(2uz) + o(u)
U u u—0+ U
1 A —1
lim w:f{ep\)
u—0F u

3.

a)

ul[u” I + Al -1
u

11 suffit de remarquer que si u > 0, on a p(A,u) = = lu" L, + Al —ut



b) On a, d’aprés IL1.f, ||u™' L, + Al| = [|lv ' L, + Al < |(w™ '+ A) — (v, + A)||| = [|(u™ — v~ ) I,]||| donc
e Lo+ All = [l L + Al < Ju™ = 07 [l = u™ = v~ puis [£(A,0) — u(A,v) <Osi0< u < ]
c) Ona || + wAll < [|1n]l] + wllAll = 1 +ull|All} done po(A, u) <A} si u > 0.
De méme, ||[1, + uAll| Z [|I.]l| — wlAlll = 1 — u[|A[| donc pu(A, u) = —||[A]]| si u > 0.
d) Drapres I1.2.b, la fonction u + (A, u) est croissante sur R**, minorée par —|||A||| d’apres la question précé-
dente, donc | lim pu(A,u) existe
u—0+
4. a) Il existe y # 0 tel que Ay = Ay; il suffit alors de normer le vecteur y : si z = ﬁ7 on a ‘ x € Bet Ar = Az ‘
Y
On a alors ||(L, + uA)z|| = [[(1 + ul)z| = |1 + ul|.
1 Al —1 I, A -1
b) Ona |1+ uu | _ IUn uu )| < (A, u) siu > 0 car, comme x € B, on a ||(L, + ud)z| < ||I, +uAl|.
En faisant tendre u vers 07, avec I1.2, on obtient | Re(\) < u(A)
¢) Sipu(A) <0 alors pour A € Spe(A), on a Re(A) < u(A) < 0. Ainsi, ‘si u(A) < 0 alors A est stable‘
Partie IIT :

1. I, + uA est réelle donc ||(I, + uA)z||z = ‘X(I, + utA)(I, + vA)X = *X(I, + u(*A + A) + uv*'AA)X puis

(L + uA)z|)2 = [|2]2 + u'X(*A+ A)X + u> X AAX

2. A+ 'A est symétrique réelle, il suffit ensuite de la diagonaliser en ordonnant ses valeurs propres dans I’ordre croissant

3. a) M est réelle donc Z lyi|> =YY = 'XM'MX = ||z||% car MM = I,, donc | ||yl2 = 1
i=1

b) Comme X = MY, on vérifie 'X(*A+ A)X = 'Y'M('A+ AMY = Ydiag(as,...,a,)Y = Zai|yi|2; il

i=1
suffit alors de reporter dans 1’égalité de ITI.1.

c¢) L’application (X,Y) eﬂ/ln,l((C)Q — ‘X 'AAY est bilinéaire donc continue (dimension finie) ; de plus X — X
est continue car || X — Y2 = || X — Y|2. On en déduit que ¢ est continue sur C". De plus Bs est une partie
fermée bornée non vide de C"™ donc ¢ est bornée sur Bs, ce qui donne 'existence de + et 0.

d) Comme u? > 0, on déduit de ITL.3.b, ||(I,, +ud)z||3 < 1+Z ailyi? +o0u? < 1+uaq||y|3+0u® = 1+ agu+ou?;

i=1

ceci étant vrai pour tout z € By, on en déduit |||, + uA||? < 1+ au + du’.
De lautre coté, on prouve aussi [|I, + uAl| > ||(I, + uAd)z|z > 1+ aq|y1|* + yu? pour tout = € By et
en choisissant x tel que y; = 1 (par exemple = Me;), on en déduit lautre inégalité. On a donc bien
V14 aru+yu? < || + vd|| < V1+ aqu+ du?
V1 2-1 1+ %u+o(u)—1

e) towuteu = 2 W) M done par encadrement, on trouve | pus(A) = it

U u—0 1 u—0 2 2
4. a) On vérifie :

— (C? est un C-espace vectoriel.
— ||zl existe car Hz € C" et ||||2 est définie sur C".
— |l ll2 est & valeurs dans R™ donc || ||z aussi.
— Si ||z||g = 0 alors Hx = 0 donc & = 0 car H est inversible.
— [Pzllg = [MHX 2 = |Al < [[Hzlls = [A] X [|2]| -
— e+ ylla = 1H@+y)ll2 < [Hzll2 + [Hyll2 = 2l + llylla-
donc ’ Il ||l zr est une norme sur C" ‘

b) Siflzllm =1 ona||Az|g = [|HAz|l2 = [HAHT (HX)|2 < [ HAH |2 x [|Hz|2 = [[HAH |2 x ||z] 5 <
IIHAH |2 donc ||Al|lz < ||[HAH ||s. En refaisant le méme calcul, avec ||z|s = 1 et ||[HAH 'z|y =
| A(H ") |17, on trouve l'antre inégalité. On en déduit | || Al g = || HAH 2 |

¢) On en déduit pg(A,u) = p2(A,u) et en faisant tendre u vers 0, ‘MH(A) = uy(HAH™) ‘

Partie IV :

1. 1 suffit de développer le polyndme (X — z1)(X — 22)(X — z3) et d’identifier les coeflicients comme & la question I.1.

2. P est continu sur R, lim P = —oo et lim P = +o00 donc d’apres le TVI, ‘P possede une racine réelle‘
— 00 o0

On peut aussi dire que si A est non réelle alors A est aussi une racine de P ayant la méme multiplicité que A et
comme P est de degré 3, il y a donc au moins une racine réelle.



®

a) Sifs # 0 alors z5 ¢ R donc Z3 est aussi une racine de P ; comme 27 et zo sont réels, ¢’est absurde donc

b) Si P est stable alors les trois racines de P sont des réels < 0. On a donc avec les relations de IV.1, a > 0,

b>0,c>0et ab—c>0d0nc
a) zy est complexe non réel et z; est réel donc

b) 1l suffit de remplacer dans les relations de IV.1.

¢) Si P est stable, les «; sont < 0 donc on vérifie facilement H.
. Si P vérifie H alors ¢ > 0 donc les racines de P sont non nulles et a; = 23 < 0. Si ap = 0 alors zo n’est pas réel et
23 = Zg donc ag = 0 et B3 = —f2 # 0. On peut réutiliser les relations de IV.4.b, ce qui donnerait ab— ¢ = 0, ce qui
est absurde.

a) Facile
0 Ve oo

b) On trouve B’ = | —V¢/ 0 Vb | ce qui donne bien le résultat annoncé.

0 —Vu —d

¢) D’apres ITL4.c,ona puy(A') = pe(HA'H™') = po(B') puis, d’apres IT1.3.e, u2(B’) = max Spg (

0 donc | ug(A) =0

d) D’apres la partie II cette fois, appliquée avec la norme |||z, on a, pour A € Sp(A4’), Re(\) < pg(4’) = 0.
Comme P = X4/, si A est une racine de P, on a Re(A) < 0 et comme on a déja vérifié a la question IV.5 que
Re(A) # 0, on en déduit Re(A) < 0. Ainsi |si P vérifie H alors P est stable‘

On vient donc en fait de vérifier que P est stable si et seulement si P vérifie H, dans le cas ot P est un polynome

de degré 3.
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