Correction du DS6

Probléme 1 : (inspiré de Centrale PC 2012 maths 1)

Partie I
1. a)
b)
2. a)
b)
S
3. a)
b)
S
d)

, 1 /2 1/2 (= = 1 X4 (=),
S1z|<1,1_x2:(1_x+1+$)—2<Zx +Z(—1) 2™ | donc W:ZTJC si|z| <1

n=0

1 1
Comme i ) L 20— ) la suite a, =1+ (—1)" vérifie (Py) mais pas (P») car ag, = 2

ne tend pas vers 0.

1/4 1/2 1/4

On t = .

n trouve (z) Tz O+a7f 1oz
S 1, n 2" 1 1+OO d —+OO (71)n(2n+3)+1 n

ilz] <1, p(z 4E + = EO "(n+4 1z" + - gox onc gp(a:)fg_o 1 x
donc ve, =n+1 et vopy1 = —(n+1).

1 1

On en déduit ve, + vo,4+1 = 0 donc vg,, = ST 1v2n e 2 et Uap+1 = 0 donc (¥,) ne converge pas. De

1
plus ¢(z) ~ I =) donc il suffit de prendre a,, = 4v,, pour trouver une suite vérifiant (P;) mais pas (Ps)
T— —x

puisque a,, = 49,,.
n

1
(?) est bornée (avec p € RT) si et seulement si p € [0, 1] donc De plus Z N DV alors que
n n=1 n

tinzx

i (t) = 7 et In(z) < 0 donc ¢, est décroissante sur R**. De plus o, (¢ ) 7 (1) e © <—)

k+1
donc ¢, est intégrable sur R**. Par décroissance de ,, on a, pour k € N*, o, (k+1) < / 0z (t) dt < g (k)

zk

k+1 k
donc / gz (t)dt < 7 < / ©(t) dt qui est aussi valable pour k = 1 par intégrabilité de @, sur |0, 1].
k k—1

—+o0 —+o0
En sommant ces inégalités pour k > 1, on obtient / o (1) dt < f(z) < / @z (t) dt pour z €]0,1]
1 0

—t —t —t —t
e e 1 e 1 e
t—= — est CMO sur RY™, — ~ — et — = ( > donc |t +— —= est intégrable sur R** | Comme
\/i ’ \/E t—0 \/i \/i t—+oo t2 \/i &
—t
e
t — — est continue positive et non nulle sur R™, on a aussi K > 0.

Vit
1 +o0 e~ U

+oo
—u
U est C! bijective strictement croissante de R** sur R™ donc / 0z (t) dt = —— du et
nx 0

\/—1nx 0 \F

+o0 +o0 e~ U
1
w(t)dt = —— du. Comme v —Inz > 0, on a l'encadrement, valable pour tout x €]0, 1],
~/1 vV — Inz —Inzx f .

—u o0 —U

‘oo _—u +oo
e e
—du < f(l’)\/an < / du = K. Enfin, comme lim —— du = K, par encadrement,
/—lnx Vu 0 Vu a1, VU

ili)nl vV—Inz x f(z) = K # 0 donc f(x) il 1/% puis | f(z) ~ K car —In(x) ~, (1—a).

x—1 1—=z r—

+oo
pour n > 1 de sorte que f(x Zanx pour |z| < 1. Par produit de Cauchy,

1
\/ﬁ n=0

On pose ag = 0 et a,, =

on a, pour |z| < 1, f(x chaz avec ¢, = Zakan,k donc ¢y =0et ¢, pour n > 1.

1
k=0 k:l\/% Vi —k

“+o00 n—1
Alinsi, Z (Z 2" pour |z| <1
.

Onacopyg =

2n

ZW ZW k;MW

on pose h = 2n+1—k dans



2n
la 2°™¢ somme et on a E

! = i ! donc | ¢ =2 i ;
VR 1k = /@nr 1Rk T kGt 1o k)

1 1
e) La fonction h : t = —————— est continue et décroissante sur }O,n + f{ donc, pour k € [1,n — 1], on
t(2n+1—1) 2

k41
ah(k+1) < / h(t)dt < h(k) puis, en sommant pour k € [1,n — 1], on obtient 'encadrement souhaité :
k

! L < nh(t)dt<1 L
—c - —< < ¢ -
2 2n+1 o 2 2n+1 n(n T 1)
1 1 1 1
f) 0, est C' sur | — (2n +1),2n + 1[ et 0,(1) = ———= X —= X = . On en
) J= ) | ®) V2n+1 /it fp——— 2¢/t(2n +1—1t)

" [t " 1
déduit / h(t)dt = |2arcsin 2 arcsin <—) = 27, Par encadrement, on en déduit
1 2n +1 L n—+o00 \/§ 4

lim copy1=m
n——+4oo

1
g) Sion pose a, = C—n7 la suite (ay,) vérifie (Py) etona lim a, =— lim ¢, =1 (car (c2p) et (can+1) CV vers
™ n—-+oo T n—+o0

7 toutes les deux) donc (ay,) vérifie (Pe).

Partie 11
1 — gptl p 1 1
1. —_— = t tPdt = ——
N ; e (p+)e/0 P
= -z
— P _ n(l+p) _ — _ pHl p+1 irs
b) Pour P=X? jona (1—ux) Zoanx T (1 — 2P f(aP™) —7 o1 car, par composition des
+o00o 1
limites, liml(l — 2Pt f(2PT1) = 1. On a donc liml(l —x) Z anz"P(z"™) = / P(t) dt pour tous les P = XP.
r—r r—r
n=0 0

d

d “+o00 +oo
SiP= Z apXP alors (1 —x) Z anz" P(z™) S(;r%:e Z ap <(1 — ) Z anx"(p+1)> — Z ap/ t? dt donc
= n=0 n=0

1
lim (1 — ) Zan :/P()dtsiPeR[X]

1
2 a) ’/ nar- | dt’/us wlar<e [Car==
0

lanz™ (P(x™) — g(m”))| < anz"|P(2™) — g(z™)| < eanz™ car ap, = 0 et 2™ € [0,1]. En ajoutant ces inégalités
(la série de droite CV et sa somme est f(z)), on obtient, avec I'inégalité triangulaire, pour tout = € [0,1],

+o0o
(1—2) ) apa"(P(a") - g(2"))| <
n=0

e(1—xz)f(z)

b) liml(l —x)f(z) =1 donc z — (1 —z)f(x) est prolongeable par continuité au segment [0, 1] donc bornée sur ce
r—r

segment : |(1 — ) f(x)] < C pour z € [0,1]. Ainsi, pour z € [0,1], on a

+00 1 +o00 +o0o 1
(1—2)> ana"g(a") 7/ gt)dt| < |(1—2) > ana™(g(a") — P(a™))| + (1fx)2anx”P(:c")f/ P(t)dt
n=0 0 0

n=0 n=0
1 1 +o0 1
+ / Pt)dt —/ g(t)dt| < e(1—2)f(@) + |(1—2) 3 ana™ P(a") —/ P(t)dt| + ¢
0 0 0 0
o0 1
<A+Ce+|1-2x) Z anx" P(x™) — / P(t)dt
n=0 0
+o00 1
D’apres I1.1.b, il existe » > 0 tel que pour 0 < 1 —x < r, on ait |(1 —z) z anz" P(z™) 7/ P(t)dt| <e
n=0 0
+oo 1
donc |(1 — z) Z anx"g(z™) — / g(t)dt| < (2+ C)e pour 0 < 1 — 2z < 7, ce qui est exactement la définition
n=0 0

ac—>1

1
de | lim (1 — z) Zanx g(z / g(t)dt




3. On peut commencer par remarquer que lim Xy = 1. De plus h(X%) = h(e™™N) = { e sin <N donc
N—+00 0 sinon
“+o0 N
(1-Xn) Z an Xyh(Xy) = (1 —XnN) Z ar. D’apres la propriété admise pour h et par composition des limites,
n=0 n=0
. N 1 1 —1/N 1 1
on a Nl_lg_loo(l - XN)T;)CM = /0 h(t)dt = {lnm]eil = 1. Enfin, comme 1 — Xy =1—¢ N N NI

onal| lim ay=1
N—+oco

Le théoréme de Cesaro assure que toute suite qui vérifie (Pa) vérifie aussi (P3). Par contre, méme avec U'hypothése
an = 0, (P1) n’implique pas (P2) comme le montre l’exemple de la question 1.1.b.

Probléme 2 : (Centrale PC 2017 maths 2)

Préliminaires
too  op +too  an
1. a) Siz R, ch(z)= Z (Zn)' ot /2 = Z ;n! (les deux RCV valent +00).
n=0 n=0
+o0
1 1
b) Ona€t2/2—Ch(t) = Z (2”n' - (2")') 2" > 0 car 2"n! = 2x4x---x(2n) < 1x2x3x---x(2n—1)(2n) = (2n)!

2. La fonction exp est convexe sur R car exp” = exp > 0 donc | VA € [0, 1], Mt I=0b < Net 4 (1—M)eb

1
3. On étudie ¢ : t — te " sur RT : ¢ est C' et positive; ¢'(t) = e (1 — 4t) donc 0 < p(t) < <p<7> et

¢ est bornée sur R™ ‘

Partie I
1. On suppose Z eal%lP(X = z,) ACV. Comme o > 0, az,, < |z, | donc 0 < X < el X done, d’apres le théoréme

de comparaison, comme E(el*¥) est finie, | E(e*™) existe

(),A n
2. a) "Mp(X =n)=e? (e n') donc E(e*!X1) existe pour tout o € R et ’ E(e*™) = exp (M(e* — 1)) ‘
b) e PY = n) = pe® (1 —p)e*)" ' donc X admet un moment exponentiel d’ordre « si et seulement si
[(1—ple¥| <l a<—In(l-—p)et E(eax) — % pour o < —In(1 — p)

¢) Z(Q) est un ensemble fini donc E(e®1?!) existe pour tout o € R et E(e®¥) = Z <Z> (pe®)*(1 — p)"~* donc
k=0

E(e*™X) = (1 —p+ pe™)" pour tout a € R

Partie IT
1. La fonction ¢ +— te~®" est bornée sur RT, ie il existe C' > 0 telle que V¢ € R ¢ < Ce® donc |z,| < Ce®l7nl puis
0 < X < Ce®™X1 done, d’apres le théoréme de comparaison (avec e*!X| d’espérance finie), | E(X) existe
2. Pour appliquer la loi faible des grands nombres, il faut justifier que X? admet une espérance : t — t2e~*! est bornée
sur RT (méme étude de fonction que pour le préliminaire) ; il existe donc D > 0 telle que V¢ € RT,#* < De® puis
0 < X2 < DXl donc, d’apres le théoréme de comparaison, E(X 2) existe. On en déduit, les X; étant indépendantes,

P( Sn m’ >6> < V(f)
ne

+oo
3. a) Silt| <aalors0< e P(X =) <™ P(X =1,) donc U(t) = Ze“""P(X = x,) existe. On pose
n=1

n

up(t) = e P(X = x,) et on applique le théoréme de continuité des séries de fonctions :
H1 : Les fonctions u,, sont continues sur [—a, a]
H2 : |u,(t)] < eI P(X = x,) (indép de t) donc 1unlloo,[~a,a] < eI P(X = z,), qui est le terme général

d’une série convergente, donc g u, CVN sur [—a, o]

On en déduit ‘ ¥ est continue sur [—a, o ‘

b) On applique cette fois le théoréme de dérivation :



H1 : les fonctions u, sont C* sur | — a, af

H2 : Zun CVS sur | — a, af par CVN (d’apres I1.3.a)

H3: ul(t) = z,""P(X = z,) donc |u),(t)] < |zule™"P(X = z,); soit [—a,a] C] — a,al, on a donc
1t oo, [~ a,a] < |zn|e®®n I P(X = 2,,) = B ; la fonction ¢ — te(?™) est bornée sur R, d’aprés le prélimi-
naire, donc 3, < Ce®lnl et Zﬁn converge. On en déduit que Zu; CVNTS de | — o, a]

Ainsi, U € C'(]—a, af) et U'( Z z,e'® P(X = x,,) donc, par théoréme de transfert, | U/ (t) = E(Xe!X) si |t| < o

4. a) V(0)=E(1)=1,0(0)=E(X)=met f.(t) = e ™) (W (t) — (m+e)¥(t)), on a| f-(0) = 1 et f(0) = 75\
b) D’apreés la formule de Taylor-Young, comme ¥ est C* sur |—a, af, on a f(t) o 1—et+o(t) donc f-(t)—1 Kot —et
— —

donc si t > 0 est suffisamment petit, on a 0 < f.(t) < 1, ce qui justifie Pexistence de to €]0, af.

n

. On a et = H e Xk les X; étant indépendantes, les €' le sont aussi donc E(e!") = H E(e'X*), ce qui donne
k=1 k=1

bien | (') = (¥ (t))"

9]

6. a) Pour ¢t > 0, on a

> m4e & tS,(w) = nt(m +¢) & W > entlmte) — (et(m“))n donc

Sh n
P (— >m+ 5) =P (ets’" > (et(m“)) ) On peut alors appliquer I'inégalité de Markov a la variable posi-
n

E (e'S» T(t) \" S, ,
e o (e (¢ & (G < () e 2 (5 2 me) < o

b) 1 suffit de prendre r = f.(to) avec le réel ¢y introduit & la question I1.4.b

S, Sh Y
7. Comme < = _m| > ) (— m—l—e) U <—n < m—s), les deux événements étant incompatibles, on a
n n n
S,
P< = m|> ) = P( >m+ 5) + P (—n <m— s). Pour majorer la seconde probabilité, on applique la
n n
question précédente a la suite (—X)ren+, qui vérifie les mémes hypotheéses que la suite (Xj) (en particulier —X
admet elle aussi un moment exponentiel d’ordre «, le méme que X) : comme F(—X) = —m, il existe donc un
S, S,
réel ' €]0,1] tel que P (——" > —-m+ E) < ()" donc P (—n <m— 5) < (r)". Avec ¢ = max{r,r’'} < 1, on a
n n
S
P(—"—m 25) < 2¢" .
n
Cette majoration est meilleure que celle donnée par la loi faible des grands nombres puisque ¢" =00 )
n—4o00 n
Partie II1
1. Ona0< e Xl < e* donce e®X| est bornée donc admet une espérance finie (théoréme de comparaison) ;
‘X admet un moment exponentiel pour tout o € R‘
1 X 1 X
2. o el -v) = (5 o) re(5 o) =X
a) Ona —cY + ¢ ) \3~ % +c 2+20
b) Comme |X| < ¢, onaY € [0,1], il suffit d’appliquer la question 2 du préliminaire avec a = —¢,b=cet A =Y.
1 1 1
3. a) Ona E(Y)= 3~ 2—E(X) =3 et par croissance de espérance, E(e™) < e “E(Y) 4 e°(1 — E(Y)) = ch(c).
c
b) En appliquant ce qui précede a la variable tX qui vérifie F(tX) = tE(X) = 0 et [tX]| < tc, on obtient

| W(t) < ch(ct) sit > 0]

4. On am = 0 donc f-(t) = e “"U(t) < e "ch(ct) et avec la question 1.a du préliminaire, ch(ct) < e**/2 done

folt) < emerre

S
5. On applique I1.6.a, avec m = 0, et on obtient P (—n > 5) < (fe(0)" < en(—et+e’t/2) pour tout ¢t > 0 et si on
n

. € ) Sn e?
choisit t = —, on obtient P| — > ¢ ) <exp| —n—|.
c? n 2c2

On applique alors la méme chose a la buite (=X%), qui vérifie & nouveau les mémes hypothéses que (X%), et on

Sh, Sn o .
ze|l=—2>2¢)Ul— < —¢, les événements étant
n n

n

( n—s- ) Comme ( S—
n

o2

>¢) < %Xp( ")

Sy,
trouve aussi P ( ) exp
n

incompatibles, on a (




6. On introduit une famille (X} )xqp,ny de variables aléatoires discretes indépendantes qui suivent une loi %(p), de

sorte que si on pose Z = ZXk, on a Z ~ AB(n,p). On vérifie alors que — —p = — Z(Xk — E(X})) puisque
k=1 " "=

E(Xy) =p. Sion pose X, = X, — E(X}), ona X/ () ={-p,1 —p} donc | X}| < 1et E(X}) =0 par linéarité de

7 2
E donc on peut appliquer IIL.5 a la famille (X;)xg[1,n)- On en déduit | P (‘ — p’ > 5) < 2exp (—n%)
n c




