Correction TD24 : Equations différentielles

Exercice 4 (Mines-Télécom PSI 2024)
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. Donner les solutions polynomiales de (z2 — 1)y” (z) + 2zy’ — 2y = 0.
On pose y(x) = zz(x) ; trouver une équation différentielle vérifiée par z
2 — 422 a b

c
Déterminer a, b, ¢ tels que ————~ = — 4+ —— + ——; en déduire z puis résoudre ’équation initiale sur | — 1, 1[.
z@2-1) z z—-1 z+1

. Si P est une solution polynomiale de degré n > 0 alors on écrit P = a, X" +... avec a,, # 0. On a deg |(X*—1)P"+
2X P’ — 2P| < n; on calcule alors le coefficient de X™ (terme de plus haut degré) dans (X2 — 1)P” +2XP' — 2P,

qui doit étre nul pour que P soit solution de I’équation homogene. Ce coefficient est n(n — 1)a,, + 2na, — 2a, =
(n® +n —2)a, = (n—1)(n + 2)a,. Comme a,, # 0 et n > 0, on doit avoir n = 1. Ainsi, si P est un polynéme non
nul solution alors deg(P) = 1.

On teste alors avec P = aX +bet ona (X? - 1)P” +2XP — 2P = 2aX — 2(aX + b) = —2b. Donc les solutions
polynomiales de ’équation sont P = aX? avec a € R.

. Le changement de fonction proposé est donc un cas particulier de la prop I1.8.1 avec yo(x) = x qui ne s’annule pas
sur R™ et R™*.
Sur I, un des deux intervalles R™* ou R™*, si y(x) = zz(x) alors si z € D*(I), par produit, y € D*(I). Inversement,

z(z) = @ donc, par quotient, si y € D*(I) alors z € D*(I). On a ensuite y'(z) = z2/(z) + z(z) et y'(z) =

27/ (x) + x2"(x) donc (2% — 1)y (x) + 22y (z) — 2y(z) = 2(2® — 1)2"(z) — (2 — 422)2'(x). On peut donc conclure
que y est solution de 'équation initiale si et seulement si z est solution de 1’équation x(z* — 1)2" — (2 — 422)2' =0
(équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par la fonction z’)

2—4z2 -2 -1 -1
. LaDES est Wfl) = 7+x — 1+m donc, sur]—1,0[ ou |0, 1], 2'(z) = wexp [-2In|z| — In|z — 1| — In |z + 1|]
-1 1 1
de la forme 2'(z) = m. On refait alors une DES : 2'(z) = « {F + a—1) 2@t 1)) Ainsi,

1 1 1 1 1 1-—
z(z) =« E+§ln|x—1|—§ln|x+1|}—&-ﬁ:a{;—i—iln(l_'_i)}—i—ﬂ. Les solutions sur | — 1,0[ ou ]0, 1 sont
T 1—=x
éfini = 1+ =In{— R.
donc définies par y(x) a[ —|—2 n(1+x>}+ﬁx7 a, B €
Pour trouver les solutions sur | — 1, 1], reste a faire le recollement en 0 : si
T 1—=x .
a{l—l-fln(i)}—kﬂx siz €] —1,0]
_ 2 1+
e n(ED) e
142 i 1
04 —|—2 n\ 1o +dz siz€]0,1]

Onalimy=aet 1él+ny = v donc y se prolonge par continuité en 0 si et seulement si &« = . On pose alors y(0) = «
o-

1 1—=a
B owln( )—l—ﬁ six €] —1,0] _ _
etonaM: % 11J£§: donclimwzﬂetli?wzé;la
v afln( )+5 si x €]0,1] 0" . 0 v
2 1+
fonction est donc dérivable en 0 si et seulement si 5 = 4.
En résumé, les solutions de 1’équation sur | — 1,1 sont définies par
« {1_1_{111(1—733)} +px siz#0
y(r) = 2 \l+4z (o, B) € R?
o siz=0

Exercice 6 (CCINP PSI 2024)
1
Soit (E) : t2y"(t) + 3ty' (t) + y(t) =t + S swr R**

1. Enoncer le théoréme de Cauchy-Lipschitz

2. On pose g(z) = f(e”). Montrer que f est solution de (F) si et seulement si g est solution d’une équation différentielle

a déterminer.

. Résoudre (E) sur R



1.
2.

Cours

Le changement de variable ¢t = ¢* donne une bijection de x € R sur t € R™*. Comme g(z) = f (¢*), par composition,
si f € D*(R™) alors g € D*(R) alors que f(t) = g(Int) donc, par composition & nouveau, si g € D*(R alors
f e DIRT™).

Si g(x) = f(e) alors ¢'(z) = e f'(e”) puis ¢"(x) = e f'(e”) + €2 f”(e”). Par bijectivité, f est solution sur R™ de
(E) si et seulement si Vz € R, e2”f”(e”) + 3e* f/(e”) 4+ f(e¥) = e* + e~*. Comme e** f”(e%) + 3e” f'(e%) + f(e*) =
g"(z)+2¢'(z) + g(x), f est solution de (E) sur R** si et seulement si g est solution sur R de (E,) : ¢ () +2¢'(x) +
g(z) =" +e "

L’équation caractéristique de Iéquation (E,) est X? +2X + 1 = 0 < (X + 1)? donc les solutions de ’équation
homogene sont gg(x) = (ax + B)e”

Comme 1 n’est pas solution de X2 + 2X + 1 = 0, on cherche une solution de ¢’ + 2¢’ + g = e® sous la forme

gp(x) = ae® et on trouve g,(x) = Ze‘r.
Par contre —1 est racine double de X242+ 1 = 0 donc on cherche une solution de g’ 4+ 2¢’ 4+ g = e~ * sous la forme
gp(7) = br?e™" et on trouve g,(z) = 53?26796.
1 1
Les solutions de (E,) sont donc g(z) = (ax + B)e™* + - + —x?e~* donc celles de (F) sur R™*

4 2

(Int)?
2t

§0) = (i) + )5 + 5+ 5 (0 ) e B2

Exercice 7 (Centrale PSI 2019)
Soit (E) : 3" + (t)y = 0 ol ¢ est continue sur R et a valeurs réelles.
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2.

w

F\' t
. fg et g sont continues donc F et G sont C! et <—) (t) = 9(t)

Résoudre (E) dans le cas ol ¢ est constante.

Soient f et g continues sur [a, +00[, g positive, telle que Vi € [a, +oo[, f(t) < M + [ f(u)g(u)du.
t t
On pose F(t) =M —|—/ f(u)g(u) du et G(t) = exp (/ g(u) du).
F

t
En calculant la dérivée de rel montrer que V¢ € [a, +oo[, f(t) < M exp (/ g(u) du).

. On suppose que t — tp(t) est intégrable sur [a, +00[. Soit y une solution de (E).

¢
a) Justifier qu'il existe une fonction affine A telle que y(t) = A(t) — / (t —uw)y(u)e(u) du. (*)

a
t
b) En déduire que t — # est bornée sur [a, +oo[ avec a > 0

. Sip=—a? < 0alors y(t) = ae®+be™ " ;sip = Oalors y(t) = at+bet si ¢ = w? > 0alors y(t) = a cos(wt)+bsin(wt).

a
- F F
G (f((?(t) (t)) < 0. La fonction IE est décroissante sur

[a, +oo] done ggg < ZEZ; = M. On en déduit F(t) < MG(t) puis f(t) < F(¢t) par hypothese donc f(t) < MG(t)

(qui est le résultat demandé).

a) Il faut changer la forme définissant z pour justifier sa dérivabilité et calculer sa dérivée
t t
On a z(t) = y(t) — t/ y(u)p(u) du + / uy(u)p(u) du. Les fonctions u — y(u)p(u) et u — uy(u)p(u) sont

t t
continues sur [a, +oo[ donc t / y(u)p(u)du et t — / uy(u)p(u) du sont C' sur [a, +oo[. Par produit

¢
et combinaison linéaire, z est C' sur [a,+oo[ et 2/(t) = y/'(t) —|—/ y(uw)o(u) du + ty(t)pt) — ty(t)p(t) =

: a
y'(t) +/ y(u)p(u) du. La fonction 2" est donc & nouveau dérivable et 2" (t) = y"(x) + y(t)p(t). Comme y est

solution de (E), on a donc 2" = 0 donc z(t) = at + 3 est affine.
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quer 2 avec f(t) = —=— et g(t) = t|¢(t)] qui sont bien continues et positives sur [a,+o0[, ce qui donne

t t +o0
’yi)’ < Mexp (/ |up(u)] du) < M exp </ ulp(u)| du) car u — u|p(u)| est positive et intégrable sur
[a, +00l.

X u|lp(u)|du. On peut donc appli-




