Corrigé TD9 : calcul différentiel et géométrie

Exercice 5 (Mines-Ponts PSI 2025)

Soit f(x,y) = ) ~——5n
= 1+y

1. Déterminer le domaine de définition D de f et le représenter. (*)

2. Etudier Pexistence des dérivées partielles de f. (*¥)

1. On discute sur la valeur de y de fagon a trouver un équivalent de T +2;2n :on a une SATP :
2n 2n an T
— Si |y| > 1 alors 1+ y*" e y*" donc W e ; donc Z W CV si et seulement si y’ < 1.
w2n x?n
— Si|y| < 1 alors 1+ y*" et 1 donc T2 ete |z[*™ donc Z oo CV si et seulement si |z| < 1.

) xQn 1 5 xQn ) )
— Si |y| =1 alors W = §|x| " donc Z W CV si et seulement si |z| < 1.

En résumé, on a D = {(z,y) € R?, |z| < max(1, |y[)}

2. a) Dérivée par rapport a z : x — f(x,y) est, pour y fixé, la somme d’une série entiere de variable x, de coefficients

ap, = 52 et de rayon de convergence R, = max(1,|y|). Ainsi, z — f(z,y) est de classe C* sur | — R, Ry
et

af X o om—1
%(x,y) = 1;) T

b) Dérivée par rapport a y : y — f(x,y) est, pour y fixé, la somme d’une série de fonctions. On pose u,(y) =
2n
x

T3 et on applique le théoreme de dérivation des séries de fonctions :
Y
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H1 : les fonctions u, sont C' sur R.
H2 : Zun CVS sur R.

_opu2n—1y2n m=2Top — 1) — (2n + Dy?"
H3: u,(y) = 77,3/721:2 donc ) (y) = _ona?nY I ) (3 )y™] donc
(L+y2) (1 +y2n)
m— 1 1/2n 92 1 1/2n 2n—1 1
|ul oo = —ul, ( o ) = 2na®" < nt > 24l 2na?™ X = et comme |z| < 1,
2n+1 2n—1 (1_~_2n71) 4
2n+1
par comparaison, on en déduit Z u,, CVN sur R.
e Si |z| > 1 alors y €]|z|, +00[ (ou | — 00, —|z|[ mais u, est paire) et on a
H1 : les fonctions u, sont C* sur ]|z|, +o0[.
H2 : Zun CVS sur ]|z|, +o0l.
] 2n|y|2n—lx2n om y2n IQn om
H3 : Si [a,b] C]|z|,+o0| et y € [a,b] alors |u), =—2 = =" x X <= x1x
s8] il ool ety € 8] alors ()] = 22t = 2 L 2
2n 2 2n 2 2n
———— donc [Juy,|[oo,[—a,a] < = ’E‘ et comme ‘E’ < 1, on obtient aussi la CVNTS
14+ a?" R a(l+ a?n) a la a

de J|x|, +o0l.

Dans les deux cas, la fonction y — f(z,%) est de classe C' sur son domaine de définition et
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