TD1 : Intégration

Exercice 1
Calculer, pour = > 0, les intégrales suivantes en utilisant le changement de variable indiqué :

x
1. I(m):/ Vet —1dt en posant u = Vel — 1
0
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2. J(x):/ 1:Et)zdt,01‘1a>0,elnposauntt:g.
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Exercice 2 (Mines-Ponts PST 2018)
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Pour n € N*, on pose u,, = Z i\ n déterminer la limite de la suite (uy,).(*)
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Exercice 3 (Mines-Télécom PSI 2018)

T 1
Pour z € [0,1] et n € N, on pose f,(x) = / et dt — / e dt.
0 T

On donne

1. Montrer que f,, est dérivable sur [0, 1] et étudier ses variations.

Cn 1
2. Montrer qu'il existe un unique ¢, € [0, 1] tel que / et dt = / e~ dt.
0 c

n

3. Etudier la suite (¢, )n>0. (*)

Exercice 4
1 n

1. Montrer que lim dz =0. (%)

n—+too [o 14z
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2. Vérifier Z(—l)’“rl / 2 ldz =In2 + (—1)"*! / T da et en déduire la valeur de Z =V
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Exercice 5
At
1. Montrer que f(z) = 3 est définie sur ]0, 1.
. In
2. Montrer que f se prolonge en une fonction de classe C* sur [0,1]. (*)
1
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3. Calculer —dt
o Int

Exercice 6 (CCP PSI 2007)

1. Montrer que w défini par u(f)(x) = / cos(z — t) f(t) dt est un endomorphisme de C°(R,R). (*)
0

2. Calculer u(f)(0).
3. Trouver les fonctions f telles que u(f) soit constant. (*)
4. Résoudre u(f) = Af, pour A € R. (%)

Indications

Exercice 2

t
Somme de Riemann puis poser y = \/ ——.
puis p Y 2+t

Exercice 3
Cn
3. Etudier le signe de fry1(x)—fn(2) et en déduire que (c,) converge vers £. On peut ensuite remarquer que / et dt >
0
Cn, pour trouver £ = 0.
Exercice 4
1. Majorer l’intégrale.
Exercice 5
1
2. Pour la limite en 1, soit encadrer f(x), soit introduire un équivalent de i en 1.
n
Exercice 6
1. cos(a—b) =...
3. Montrer que u(f) est C'.

4. si X\ # 0 montrer qu’une solution f est nécessairement de classe C' puis C* et vérifie une équation différentielle.



