Correction du DS1

Partie I

sin(kx)
k

1. a) Comme k # 0, / cos(kx)dx = { } = 0 et, par linéarité de I'intégrale, / fa®)dt =0
0 0 0

L . L B L ne1, —2isin (%F)
b) On a f,(z) = Re E e*® | et comme € # 1, on a E eht = e — =TT ——— 22 ot on
2

P P 1—e® —2isin (%)
o _ cos(";lx)sm(%x) B 1 { ) <2n—|—1 ) sz } 11 _
déduit f,,(z) = i (2) = 3o @ sin { ——— | —sin (5) =3 + §gn(1)

Le résultat étant donné, on pouvait aussi le prouver par récurrence Sur n.
¢) Ona lign gn = licr)n(l +2f,) =2n+1 car, la somme étant finie et par linéarité de la limite, lir% fn(x) =n, donc
z—

on prolonge par continuité g, par |g,(0) = 111% gn(x) =2n+1
r—r

On peut aussi déterminer cette limite & partir de l’expression de g, et en utilisant sin(zx) ~o ¥
r—r

d) Ona, pourn >1, g, =1+2f, donc u, =+ 2/ fn(t)dt = 7 (avec I.1.a) ; comme uy = / dt =, on a
0 0

‘un:wpourtoutneN

1— Z5 —1+o(x?) 2+ o(x) x
2. 0] 0 =2 =-2 =-= .C 0)=0 t aussi
a) On a, pour z # 0, g(x) = < T ol ¥ olz) 02 + o(z). Comme ¢(0) , on peut aussi
-1
écrire g(x) = g(0) — % + o(z) et ce DL1(0) prouve que g est dérivable en 0 et | ¢'(0) = —
« e’

b) Comme sin ( ) #£0si x €]0,7], g est C' sur 0, 7] et ¢/(x) = ﬁ + (COS (2) — 1) LS(?
2

asin (£) 2sin? (£)
) C (””) P bient lim g’ = —— + — — ¢/(0) d g est ! sur [0,7] |
c omme cos ( — Y ~5g2 on obtien 1mg 2t 3=y onc | g es sur [0, 7
—cos ((2n+1)&) 17 i cos ((2n+1)%
d) Les fonctions g et cos sont C* sur [0, 7] donc, par IPP, v,, = {g(x) (§n+1 )3) +/ g’(a:)% dz,
2 o 70 2
2 iy e . .
donc |v,| = cos 2n +1)= ) dz| < 1 |g'(z)| dx | par inégalité triangulaire sur les in-
n 0
tégrales.
1
O déduit d t, | i n = 0| pui li
e) On en déduit, par encadrement, Jim v puisque lim - s
1 (" 1 ("
3. a) Avecl.l.b, parlinéarité de I'intégrale, on a X,, = 75/ cos ( ) dx+2 / gn(x) cos ( ) dx donc, par défini-
0 o 0 o

1 sin (2ntly 1
tion de g, (), X, = —2 sin (E)_i_,/ M (cos (E) -1+ 1) dret| X, = —2 sin (E) + = (vn +up)
2 al 2 )y  sin(%) a 2 a 2

vue la valeur de g(x).

b) Comme limu,, =7 et limwv,, =0, on a |lim X,, = —% sin (E) +
«

2
c) Ona/oﬂcos(kx)cos( )dac;/o7T {cos(<k+é)x)+cos ( fé)xﬂ dxetcommeonakié#O,
ona/ﬂcos(lm)cos< )dm ;{sjn((k-i-é):c)+sin((k—;)x)}ﬂ7
0

k+1 -2 o

donc /Tr cos(kx) cos( ) dr = (-1* (Sin (g) — sin (%)) : (-1)*asin (E) ( 1 4 1 >

2 k+1 k-1 2 1+ka 1-ka

n

1 1
d) Avec lexpression de f,, on a | X, = % sin (g) kz:(—l)k <1 o + T ka) la somme étant finie et par

linéarité de l'intégrale.

Partie I1

1 1 17 |
fpp < et Comme « > 1, intégrale

1. La fonction z — — est continue sur [0, +oo[ et, pour > 0, on a 0 <

14z

“+o0 +oo
/ —, est convergente (Riemann) donc, par comparaison, /
1 € 1

T converge aussi donc | I, existe pour a > 1
x




1 boat !

2. ¢ est continue sur ]0,1] et 0 < p(t) < 7i—p ; comme 1-8<1, / 1= converge donc / o(t) dt converge aussi.
0 0

L’application u — u® est C!, bijective et strictement croissante de ]0,1] sur ]0,1], dt = au®"'du, donc, par

1 1 ,e(8-1) 1
changement de variable, / p(t)dt = / x au® tdu = «a /
0 0 0

cara(f—1)=1-a.

1+ u> 1+ u>

1 1
3. 1 est continue sur ]0,1] et 0 < 9(t) < 75 avec B < 1 donc / 1(t) dt converge.
0

On pose cette fois t = u~* : la fonction u — u~* est C' bijective et strictement décroissante de ]0, 1] sur [1, +oof et

1 1 aff 400 d
on trouve / P(t)dt = / L (—a)u '"du = a/ a
0 1

oo L+u™™ 1+ u>
1— (_1)n+1tn+1
1+t

/01<p(t) dt — /01 on ()P dt

1
triangulaire. Puis, avec 11.4.a, /
0

on(t) — ——| =

1
g/
0
1

1 51 b s o 1
— —o, )| tPrdt < [ t"Pdt = |——>—| =——. Ona
”()‘ /0 n+f+1], 1+n+p

n+1
1 ‘_t il

4. a) Onao,(t) = (car t # —1) donc (avec t > 0)

1
= ——— — 0, ()| tP 1 dt par inégalité

b) Ona T+

donc bien

1

1
<[ Pt ———
/0 n—pF+1

On trouve de méme,

/01 W(t)dt — /01 on_1(t)t7 P dt

¢) A nouveau par linéarité de l'intégrale, la somme étant finie, on a

n

1 1 1 n—1 1
/an(t)tﬁ—ldwr/ on,l(t)t—ﬁdt:Z(—l)’“/ t’“+ﬂ‘1dt+Z(—1)’“/ th=A at
0 0 0

k=0 0 k=0

= zn:(_l)k {tkw r +§(_1)k {W} 1 — Xn:(_l)kL +7§(_1)k+1$
8 F+B], = k+1—p 1+ ka 1—(k+1)a

k=0 0 0 k=0 k=0

h=k+1 - P Q - noa . k( 1 1 )
= -1 -1 = -1
a+kz=:1< )1+I<:a+hz::1( M e =t N T Y T

k=1

1 1

2X
ce qui donne / on ()P dt + / Opn_1 ()t P dt =a + — (:) avec 1.3.d.
0 0 o

S

1 1 1 1
d) Par encadrement, avec I1.4.b, on a / o(t) dt+/ Y(t)dt = lim on ()P dt+/ On_1(t)t7P dt. Avec
0 0 0
1

n—-+oo 0

T
sin (L)
P

1 1
et I1.2, on a al, = / o(t)dt +/ ¥(t)dt, on conclut | I, = ————
0 0 Q SIn (a)

. Comme, par relation de Chasles et avec I1.1

II.4.c et 1.3.b, on en déduit / pt)dt+ [ P(t)dt =
0 0

Partie I1I

1
1. t — 7 le™t est continue sur RT*. Si ¢t €]0,1] alors 0 < et L et 1 —~ < 1 donc / et dt

1—
t v 0

+o00o
converge. Sit > 1 alors 0 < t7 e < e ! car vy — 1 < 0 donc / t""te~tdt converge aussi. On en déduit que
1

‘ G, existe pour v €0, 1[‘

t’yfl t771

2. a) t 1+te*zt est continue sur R™*. Si ¢ €]0,1], on a 0 < 1+t67It <t = g et =7 < 1 donc
! tvil —xt : t771 —xt t’Yil 1 e tVil —xt
/0 1+t€ dtCOHVeI‘ge. Slt>1,0n30<m6 \T:tQjetQ—7>ld0nC/l me dt

converge. Ainsi, | F,,(z) existe pour z > O‘

b) On pose t = w7 : la fonction u — u'/7 est C', bijective et strictement croissante de RT* sur R™* donc
oo 50D 1, 1 1

F,(0) = / -  x—uw ldu= —1I,/,. Comme — > 1, on a, d’apres 11.4.d, | F,(0) = —

o 14ur 7 gl g sin(y7)

™




u u
3. a) On pose t = —, pour z > 0 : lapplication u — — est C!, strictement croissante et bijective de R** sur RT*;
x x

1 +o0 y—1 d 1 +o0 y—1
dt = —du donc Fy(z) = / Me‘“—u = —/ e “du. De plus, pour v > 0, on a
33 0 0

1+ (u/x) x x 1+ (u/x)
1 uY 1
——— < 1 donc 76_“ < w7 te™, ce qui donne, en intégrant (la convergence des intégrales est
1+ (u/z) + (u/x)
, Gy
déja assurée) | Fy(x) < =
; Gy :
b) On a l'encadrement 0 < F,(z) < — ——— 0 donc |lim F, =0
TV r—+4oo +o0o
t —xt 0 + —xt 1
4. t— e est C” sur R™ car v > 0 et t7e = o|—= | car x > 0 donc il existe a > 1 tel que, pour t >
1+t t—+oo  \t2
0< oot < Loa ./+°° Dot est te si x> 0
on a —e —. Ainsi e est convergente si x
T l+t = g2 0o L1+t 8

+o0 -1 +oo —1 +o0
tv tY (141t
5. On a, par linéarité, F,(z) — F)(z) = / ;e_’”t dt = / (7_'_)6—” dt = / 7~ te=*t dt donc,
o 1+t o 1+t o

Gy

en utilisant le changement de variable u = xt déja justifié précédemment, on obtient | F, (z) — F.(z) = 5
x

—t —t

e e
6. a) Siz>0,t— e est continue sur [z, +o00[ et, pour t > 1, 0 < e < et done ‘ h(x) existe pour = > 0‘
@ ot ot e
b) On écrit hy(z) = —/ e dt+ h,(1) donc, comme t e est continue sur R, z - dt est 'unique
1 1
—z —x

e
primitive de x — qui s’annule en 1 donc | A, est C' sur R** et h;(x) = - pour T > 0

—T

c¢) Par produit, H, est C' sur R™* et, pour z > 0, H(z) = Hy(x) + G,e"hl(z) = Hy(x) — G e" exv donc

G
H,(x) - H! (z) = x—;’ pour z > 0

1 et -t
d) L’application t — = est décroissante sur [z, +oo[ donc, pour ¢t > x, ona 0 < — <

Y
. z x oo e_t x 1 —t Foo G’Y .
intégrant, 0 < Hv(sc) < Gye /x = dz = Gae e [ —e ] = ped Par encadrement, on a Egé H,=0

—ce qui donne en
x

x

e) Comme F, et H, sont solutions sur l'intervalle R™ de la méme équation différentielle linéaire, F, — H, est
solution de I’équation homogéne y — ¢’ = 0 donc il existe une constante A € R telle que Vz € R"'*,Fv(x) —

H,(z) = Ae®. Comme EIOI.}(F.Y — H,) =0, on en déduit A = 0 donc H

7. 11 s’agit de prolonger I'égalité, valable sur RT*, entre F,et Hy en x = 0 : F, est continue sur R* donc en 0 et
—t

e 1 o0 €7t 400 eit
comme 0 < - < 7 avee 7 < 1, lintégrale / - dt est convergente donc lim hy(z) = / - dt, ce qui
0 0

+oo
donne hm H,(z) = G / dt Par passage a la limite quand z tend vers 0 dans 1’égalité de IIL.5, on a

+o0 71 +oo -
/ e / ar
0 ¢

+oo
8. En remarquant que / %dt = Gi_y (et 1 — v €]0,1]) et avec la valeur de F,(0) vue en III.2.b, on déduit
0

™
G,Gi_, =
Rank sin(ym)
1 —t
9. Avec v == €]0,1[, on a G?/2 = % — 7 et comme t —> —— est positive, on a G5 > 0 donc | Gy = /7
2 sin (§) Vi

On pose alors t = u? : Papplication u — u? est C!, strictement croissante et bijective de RT* sur RT™*; dt = 2udu

+oo e U Foo 2 \/’TT
donc Gy/9 = / x 2udu = 2Jy ce qui donne 'existence de Jy et / e " du= -5
0 u 0

Partie IV

1. a) La fonction cos est de classe C2"2 sur R; pour k < n, on a les dérivées cos®*)(0) = (—1)* cos(0) = (—1)*
et cos®* TV (0) = (=1)*sin(0) = 0 puis |cos®" ™2 | = |cos| < 1 donc Iinégalité de Taylor-Lagrange donne



Intl K || 272
cos(u) — kZ:O o cos™(0)| < m“ cos®"*2) ||, ce qui, compte tenu des termes impairs qui sont nuls
n 2k 2n—+2
e U u
donne | |cos(u) — kz_o(—l) ol S @ng o

On applique & nouveau l'inégalité de Taylor-Lagrange & la fonction ¢ : u — e * qui est C* sur R*; on a
un+1

n _1 k
©®(0) = (=1)F et | (u)] = e < 1 sur R* donc [e™* — I;) ( k!) uk| < EnEET 0 donc, par
~ (=D)*
—u . _ k
encadrement, |e” " = ngrfm;() X U

1
La fonction  — t2"et est continue sur Rt et $27e~t oo © (t—z) donc |t — t27e~ " est intégrable sur R
—~+00

2 2n+1
Les fonctions u : t — e~ et v it — Dy—— sont de classe C! sur R ; li(r)n w = Em uv = 0 donc, par IPP,
n o0
+oo +oo t2n+1 o 9 1

Jn = [u(t)v(t)]o —/O o1 > (—2156 t ) dt = ST On a done | Jup1 = =——Jn

0! 2n)! 2n+1 on+1 on)!
Une récurrence suffit : on a bien Jy = Jy x 01 et siJ, = Jo ELHT:Z' alors Jy1 = % HR n2—|— : (4nnn)'

(2n +2)! (2n + 2)!

is Joi1 = Ji = Jyp— 2R
PUS Jnet =00 9) 2 x dnnl — 04t (n 1 1)!

“+o0o
t — cos(xt e_t2 est continue sur RY. On a |cos(xt e_t2 < e_t2 et e_tz dt converge d’apres I11.9 donc
g P
0

t— cos(mt)e_tz est intégrable sur RT

On a les inégalités suivantes (toutes les intégrales convergent d’apreés IV.2.a) :

‘}_(x) - /0+oo i (*1)kx2kt2k6,t2 & /O+°° <cos(;pt) B Z ((2]1;:0%75%) o dt

(2k)!

k=0 k=0
+o0 n (_1)k 2
. B 2k,2k| —t
g/ cos(xt) Z (Qk)!x t*Fle" dt
0 k=0
IV.l.a /+°o (xt)?+2 . p2n+2 J
< e =y
o (2n+2)! (2n +2)! "

x2n+2

<
<Jo AT (n 4+ 1)! nooo

ce qui donne le résultat par encadrement.
Par linéarité de 'intégrale (toutes les convergences ont déja été prouvées), on a

BRI G D (D e e (2DF ()
[ X e a3 et =3 et = a3 S ()
k=0 k=0 k=0 k=0
2 +oo T (_1)k 5 5
donc, avec IV.1.b et T €RT,ona HIE Z Wﬁt2kt2ke_t dt = Joe~* /*. Par unicité de la limite,

Flx) = ge_zz/‘l pour tout réel x

on conclut




