Séries numériques

I Etudes de convergence

Exercice 1 |[Solution|

Déterminer la nature des séries E Uy, a > 0.
1\"
Uy = (nsin 7) —e"
n

_1)» (n+1)m
U, = COS <n27rln < i )) D Uy = L DUy = / e~ sinz dz
n — 1 na + (_1)n n

Exercice 2 (Navale PSI 2019) [/Solution

_1)n
Nature de Z Uy = W en fonction de o # 57
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Exercice 3 (CCP PSI 2011) |[/Solution
Nature de Y (1 —thn)?

Exercice 4 (CCINP PSI 2018) |/Solution|

2018 1
Donner la nature des séries de termes généraux

et .
ne nlnn

(Inn)

Exercice 5 (CCP PSI 2016) |[/Solution|

Montrer que la série de terme général uw,, = In(2n + (—1)") — In(2n) converge mais ne converge pas absolument.

Exercice 6 (Mines-Ponts PSI 2013) |/Solution/
(o]
Etudier la convergence de la suite u,, = / exp(—z") da puis la convergence de la série de terme général u,,.
1

indication : chercher un équivalent en posant t = z".

Exercice 7 (CCP PSI 2013) |/Solution|

+o0 d
On pose I, = /0 (chi)"' Convergence de (I,) puis de Z(fl)”In et ZI" ?

Exercice 8 (Centrale PSI 2008) [/Solution

. - L n+1\" b (—1)"
Etudier la nature des séries de termes généraux u, = —a(l+—)etv,=—"-—""—.
n—2 n n+ (—1)nan

Exercice 9 (ENSAM PSI 2012) |/Solution

2

n
n
1. Montrer que la série de terme général u,, = ( ) converge.
+o0 n+1 +00
2. Majorer R, = Z uy, et donner une valeur approchée & 1072 pres de Z Uy -
k=n-+1 n=1

2

x
indication : comparer In(1 + x) et x — - pour > 0.

Exercice 10 (Mines-Ponts PSI 2013) |/Solution/
3 (—=nm
Nature de la série de terme général u,, = arccos <\[ ) ) — % i (> 0)

2 ne

Exercice 11 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Solution|

1. Montrer que arccos(1l — h) L V2h; on pourra poser 6 = arccos(1 — h)
—

2. Déterminer la nature de Za cCo (1+n3>
. rminer natur I S\ —— =
2+ n3

Exercice 12 (CCP PSI 2008) |/Solution|

1
Nature de la série de terme général u,, =

1+vV2+ B8+ 4 /n

indication : montrer que x — In(x)/x est majorée sur [1,+ool.




Exercice 13 |/Solution|
, 1\"
Etudier, en fonction de o € R, la nature de la série Z (—) .

indication : réécrire la formule de Stirling avec un signe = pour pouvoir la composer par In.

Exercice 14 (/Solution W

Etudier la convergence de la série Z

="
(n)®

1
indication : on pourra étudier la monotonie de v, = — In(n!).
n

Exercice 15 |[Solution
On pose u, = v/n+avn +14+bvn + 2, ot (a,b) € R% Déterminer (a, b) pour que Zun converge et calculer la somme.

Exercice 16 (Centrale PC 2008) |/Solution|
Soient a, b et ¢ dans R™* et u,, = 2In(n+a) —In(n+b) — In(n + ¢). Etudier la convergence de Z up, puis de Z(—l)"un.

Exercice 17 (Centrale PSI 2025) |/Solution|
ag

1
Soit f: RT — R admettant un DLy (+o0), k > 2, de la forme f(z) = ao+ 2 a% ++ 5 +to (—k)
T—+00 x x x x

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que la série E f(n) converge.
n>1

2. On pose p, = H f(k). A quelles conditions la suite (p,)nen- est-elle convergente ?
k=2
indication : considérer In(p,) lorsque c’est possible.

Exercice 18 (CCP PSI 2016) W

Soient a > 1, Snfz—etR Z k‘ia

k=n-+1
1

1. Montrer que Rn ~ W
a—1)n

2. Etudier la convergence de Z — en fonction de «.

Exercice 19 (Mines-Télécom PSI 2022) [[Solution]

n
Unp

Soient « > 0, (uy)nen une suite de réels strictement positifs, S,, = Z uy et w, = SO"

k=1

1. On suppose que Zun converge. Quelle est la nature de Z Wy 7

2. On suppose u,, = n. Nature de Z wy, 7
1
3. On suppose u, = —. Nature de Z Wy, 7
n
Exercice 20 (Mines-Télécom PSI 2023) |/Solution|

Soient (p,)nen une suite de réels strictement positifs telle que Z pn diverge et S, = Z Pk-
k=0

1. Montrer que Z g—n diverge.
n

Y
indication : Dans le cas ot lim 2% = 0, prouver Prtn < - )
Sn Sn Snfl
2. Montrer que Z g—% converge.
1 1

indication : Comparer Pn et

S2 Snfl Sn

n

Exercice 21 (Mlnes—Telecom PSI 2021) W

Soient o > 0 et S, Z k<. Pour quelles valeurs de «, la série Z — est-elle convergente ?
k=1

Exercice 22 |/Solution)

Nature en fonction de (z,a) € R* x R de Z (\/ 1+ :% - 1) ?
n



Exercice 23 (Mines-Ponts PSI 2017) |/Solution/

1
Etudier la convergence de Z — sin (%) pour a > 0.
na

indication : faire des paquets selon le reste de la division euclidienne de n par 5.

Exercice 24 (Mines-Télécom PSI 2017) |/Solution
1
Pour n € N, on pose u,, = / In(1 +¢") dt.
0

1. Calculer ug et uy.

2. Montrer que 1 _T_ . <KIn(l+4+z)<zsiz>—1

3. Etudier la nature de Zun et Z(—l)"un.

Exercice 25 |/Solution|
On pose a, = Z(—l)k+1\/E.

k=1

1. Montrer que la suite (an + (-1) a une limite ! > 0 finie.

5

n>1

1
2. Quelle est la nature de Z —7
an

Exercice 26 (CCP PSI 2019) |[Solution

1. Montrer que 2" + zv/n — 1 = 0 admet une unique solution dans [0, 1]; on la note x,,.
2. Montrer que (x,,) tend vers 0.

3. Etudier la nature de la série de terme général z,, puis (—1)"z,,.

Exercice 27 (Mines-Ponts PSI 2017) [/Solution|
lnz)* ,
Soit f(x) = ﬂe”““", acR.
) X “+o00
1. Etudier la convergence de / f(z)dz. indication : u = In(x) puis IPP.
1

2. Puis celle de Z f(n). indication : Taylor
n>2

Exercice 28 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution/

1 (™ arctant .
Soit I,, = — / a 7 - dt. Etudier la nature de Z u, dans les cas
n® Jo t

1.b>0,b#1
2. b<0
3.b=1

Exercice 29 |/Solution|
(_1)n+1 zn: (_1)k+1

Soit u, = . Etudier la convergence de Z Up,-
[
(_1)n+1
indication : introduire les restes de la série Z .
n

Exercice 30 (CCINP PSI 2023) |/Solution

too (71)k+1

Soit u, = Y U
k=n-+1 \/E

1. Montrer que u, existe et tend vers 0

(=D

,pour n > 1

2. On pose v, = Uuy,. Montrer que E v, converge

3. On pose w, = =D Zn: (71)“1. Quelle est la nature de Zw ?
1 n (_1)k+1

4. On pose x, = —

Exercice 31 (CCINP PSI 2021) |/Solution

Déterminer la nature des séries suivantes :

. Quelle est la nature de an ?



1. Z (1)n/+°°ex2 dx

n>1 n?
n
2. Z(—l)"/ et dt.
n=0 0

indication : poser x = nt puis faire intervenir la premiére suite.

Exercice 32 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution/

Soit f de R™* dans lui méme.

(="
fn)

2. On suppose jusqu’a la fin que cette condition nécessaire est réalisée. On suppose f croissante a partir de n € N.

1. Donner une condition nécessaire pour que E converge. Est-elle suffisante ?

-1
Uy, = Z ( k) existe-t-elle 7 Quelle est sa limite quand n tend vers 400 ? Son signe 7
= J(k)
k

1 2 ~1)
f(k)

1
+ =
f+2) ~ f(k) ~ f(k+1)
Exercice 33 (CCINP PSI 2019) |/Solution
2

Pour p € N, on pose S, = ;—n

n=0
1. Justifier 'existence de S,

(

3. On suppose cette fois

. Montrer que Z converge

2. En développant (n + 1), exprimer S, en fonction de Sy, ..., S,_1
3. En déduire que S, € N.

Exercice 34 (CCINP PSI 2022) [/Solution

1
1. Justifier I'existence de R,, = Z R

k>n+1
2. On admet lim (n+ 1)!R, = 1; déterminer la nature de Z sin(2n!me).
n——+0o

indication : Ecrire e avec une série dont R, est le reste et comparer sin(2n!we) et sin(27n!Ry,)
3. Montrer lim (n+1)!R, =1.
n—-+oo

indication : Réécrire (n + 1)IR,, en isolant les deux premiers termes de R,

Exercice 35 (Mines-Télécom PSI 2025) |/Solution
 (n+2)!

(n+k+2)!
+oo
>
k=0
+oo k n+1
a a
2. On pose R, = k;ﬂ o Montrer que R,, ~ m

Pour k e Net n € N, on pose u, = a

lal

1. Montrer que Z uy, converge et <e

anJrl

Fn = (n+1)!

3. En déduire la nature de la série de terme général v,, = sin(2wen!).

indication : majorer

IT Calcul de sommes

Exercice 36 |/Solution
2 3 2n3 —3n%2 41
Convergence et somme des séries : 7;2 m 3 ;jgn—l sin® @ : Z v —dn”+1

Exercice 37 |[Solution)
+oo 00 (_ 1)n+1

1 72 1 =
Sachant que Z 2= g calculer Z m et Z -
n=1 n=0 n=1

Exercice 38 (CCP PSI 2015) |/Solution|

too n+1
=T . 1 1y 1
On admet g ———— =1In(2). Justifier la convergence et calculer la somme de E — — | puis de g —

= n = 2k—1 2k = 4n3 —n




Exercice 39 (Mines-Ponts PSI 2021) |/Solution/
2n+2

On admet Z = (n) + v+ o(1) avec v une constante. Soit (un)nen définie par ug =1 et up1q = mun
n

3
1. Montrer qu’il existe une suite (w,,) convergente telle que In(u,) = w, — B In(n).

2. En déduire que Z U, converge.
n=0
n+1 n+1
3. Montrer, pourn > 1, 2 Z kuy + 3 Z up = 2 Z kup + 2 Z uy, et en déduire la valeur de Z Up,-

Exercice 40 (Mines-Ponts PSI 2016) |/Solution/
“~Ink
o

1. Par une comparaison série/intégrale, trouver un équivalent de u,, =
k=2

. 1
2. Etudier la monotonie et la convergence de (v,,) avec v, = u, — i(ln n)?.

—_

a X (~D)FInk In 2
3. On admet que kz::g n) + v+ o(1) ; Montrer quekz:l)kn:<7_n>1n2.

Exercice 41 (ENTPE-EIVP PSI 2009) /Solution

1. Convergence de la série Z ol R, est le reste de la division euclidienne de n par 5.

(n+1)

. R(k) . ., . R(n)
2. Exprimer Ss, = Z ———— a l'aide de H, Z — et en déduire la somme de Z _
Pt kE(k+1) = n(n+1)

indication : on pourra utiliser ou démontrer qu zl emste v €R tel que Hy, =lnn+ v+ o(1).

Exercice 42 (ENSEA PSI 2008) |/Solution)
s(n

Convergence et somme de Z m
n(n

n=1

, ot 8(n) est le nombre de décimales de n. (Utiliser une décomposition bien choisie)

Exercice 43 (Mines-Ponts PSI 2009) |/Solution/

1
Montrer que z:(—l)”+1 In |1+ — ) converge et calculer la somme.
n

2n
1
indication : introduire u, = Z In(k),exprimer Z 1A (1 + E) en fonction de uay, et u, puis utiliser la formule

de Stirling.

IIT Suites récurrentes

Exercice 44 (CCINP PSI 2022) W
Soit (tn)nen définie par 0 < ug < 5 et 41 = sin(uy,).

1. Etudier la suite (un)nen et déterminer sa limite.
2. En calculant 4,41 — u,, montrer que Z ufl converge.

3. Etudier la série de terme général u2.
indication : utiliser Z(ln(unH) —In(uy,))

Exercice 45 (CCP PSI 2016) |/Solution|
Soit (u,) définie par ug € [0, 7] et upr1 = 1 — cos(uy,).

1. Montrer que (u,) converge vers 0.

2. Déterminer la nature de Zun.

1
indication : vérifier que 1 — cosz < x>

(\}

Exercice 46 (CCINP PSI 2018) |/Solution

e Un

n+1

Soit (uy,) définie par ug > 0 et u,11 =



1. Quelle est la limite de la suite (nu,)?
2. Donner la nature des séries de termes généraux u, et (—1)"u,.

Exercice 47 (Mines-Ponts PSI 2019) [[Solution)]

Ty +1

Etudier la suite (2,,) définie par xg = 0 et Ty = \/ puis la série de terme général u,, = 1 — x,,.

Exercice 48 (Centrale PSI 2016) |/Solution
1

Soit (x,) définie par zg > 0 et Xp11 = Ty + —.

Tn
1
1. Donner la nature de —.
Ty
"1
2. Quel lien y-a-t-il entre 22, et Z ;i ?
k=0

3. Déterminer un équivalent de x,,.

n
1
indication : justifier que E — = o(n).
x
k=0 "k

IV Comparaison de séries

Exercice 49 |/Solution

Soit (un)nen une suite de réels positifs et (v, )nen définie par : vg > 0 et 2v,11 = v, + /Uy + v2. Montrer que (v, )nen
converge si et seulement si Zun converge.

Exercice 50 (CCINP PSI 2021) [/Solution

Soit (an)nen une suite réelle positive. On définit (uy, )nen par up € R et u, 11 = Un T /U T 0 W pour n >0
1. Montrer que up41 — Uy < %l.
2. En déduire que si Z ap, converge alors (u,)pen converge.
3. La réciproque est-elle vraie 7 On pourra utiliser u,, = ni 1

Exercice 51 (ICNA PSI 2009) |/Solution|

Soit (ty,)nen+ une suite décroissante tendant vers 0.

1. Comparer la nature des séries Z Up et Z n(Up — Upt1)-

n>1 n>1
—+oo
indication : si (uy,) tend vers 0 alors u, = g (ug — Uk41)
k=n

2. Montrer que si les séries convergent alors (nu,) tend vers 0 et que les sommes des séries sont égales.
Exercice 52 (CCINP PSI 2025) [/Solution

+oo
1. Soient (u,) et (v,) deux suites avec Vn € N,v, > 0. On suppose que Zvn converge. On pose U, = Zuk, si

—+oo
E u, converge, et V,, = E Vk
k=n

a) On suppose u,, = o(v,). Montrer que U,, = o(V},).
indication : utiliser la e-définition de la limite.
b) On suppose u, ~ v,. Montrer que U, ~ V.

k=n

nle™
2. Le but de cette question est d’améliorer la formule de Stirling. On pose a,, = In <W) et Up = apy1 — Ap.

1
a) En remarquant que —

+oo
1
~ ——— déterminer un équivalent de R,, = —.
n? n(n+1) d " /; 2

b) Trouver un équivalent de w, puis un développement de a,, avec la précision o (7>
n

¢) Conclure

Exercice 53 (Centrale PSI 2013) |/Solution|

Soient (a,) une suite de réels positifs et o une bijection de N sur N. Montrer que Zan converge si et seulement si

E G (n) converge. Montrer qu’en cas de convergence, les sommes sont égales.



V  Produits infinis
Exercice 54 (Produit infini) |[/Solution

Soit Z uy, une série a termes complexes absolument convergente telle que : Vn € N*| |u,| < 1. On pose P, = H (14 ug).
n>1 k=1

n

1. On suppose que Vn € N*, u,, € R. Montrer que (P,,),>1 converge.
indication : étudier In(P,).

2. En utilisant la série Z P41 — P,, montrer que le résultat est encore valable si (u,) € CV.

Exercice 55 (Centrale PSI 2017) |/Solution

n kja
Pour a € R, on pose u,, = H (1 + ﬁ)
k=1
1. Pour a = 2, étudier la convergence et la limite de (uy,).
indication : In(u,) et reconnaitre une somme de Riemann.
n ka
2. Pour « € [0, 1], convergence et limite éventuelle de la suite (a,,) avec a,, = Z —
k=1

n2
3. Méme question pour u,,.
indication : vérifier In(1+ z) <z sur] —1,4o0].

Exercice 56 (Centrale PSI 2013) |/Solution|
n

1
Soient (uy) une suite réelle positive et S, = E ug. On suppose Ss, < <1 + 7> S»,. Montrer que g Uy, converge.
n
k=0
indication : majorer San .

Exercice 57 (Mines-Ponts PC 2012) [/Solution

1
1. Que dire de la limite en +oo de u,, = (1 — —) ?
Q =37

2. Montrer que la série de terme général u,, est convergente.

Exercice 58 (Centrale PSI 2023)

Soient (up)nen €t (vn)nen+ deux suites de réels strictement positifs. On pose a,, = u,v, et on définit le déterminant A,
1 —U1

U1 1 —V2 (O)

0 U9

o) . 1 —v,
Up, 1

par : A,

1. Trouver une relation entre A,,, A, _1 et A,,_»

n
2. Montrer que A,, < H(l + ag)
k=1

3. Montrer que la suite (A,,) converge si et seulement si Z ay, converge

VI Exercices théoriques

Exercice 59 (Centrale PSI 2011) |/Solution|

Soient (ay,) et (b,) deux suites réelles positives.

1
1. Montrer que si limb,, = 400 alors E —,— converge.
n "

1
2. Silima,, = limb, = 400, la série Z - converge-t-elle 7

an"
Exercice 60 (Régle de Raabe-Duhamel) |/Solution
Soit (un)nen une suite & valeurs dans RT* telle que :
u @
- _1-Z40 (—2> En étudiant la série de la série Z In(v,41) — In(v,) ot v, = n%u,, déterminer un équivalent

Unp, n n

de u,, et en déduire, en fonction de «, la nature de la série Z Up, -

Exercice 61 (Transformation d’Abel) |[/Solution|



n

1. Soient (un)nen+ €t (Un)nen+ deux suites réelles; on pose V;, = Zv;€7 pour n > 1 et Vo = 0. Montrer que, si n € N,

k=1
n n—1
n>2 ona: Zukvk = Z(uk — Upy1) Vi + un Vi
k=1 k=1
2. On suppose que (u,) tend vers 0 en décroissant et que la suite (V},) est bornée. Montrer que Zunvn converge.
cosnb
3. Déterminer, en fonction de (r,a) € R?, la nature de Z ”
no

Exercice 62 (Sommation des relations de comparaison) |/Solution

Soient (un)nen €t (vp)nen deux suites réelles positives équivalentes.

n n
1. Montrer que si E u, diverge, alors U,, = E ug et Vi, = E sont équivalents.
k=0 k=0
—+oo —+oo
2. Montrer que si E u, converge alors R,, = E ug et R;l = E v sont équivalents.
k=n+1 k=n+1



Solutions
. - y . 5 2 1
Exercice 1 |/sujet/|| 1. En partant d’'un DL du sin en O(1/n’) avec u, = exp |n“In|nsin— ||, on trouve u, =
n

0] (%) donc Zun est ACV.

_em1/2
2. Par DL, on trouve u,, ~ ————, négatif donc Z Uy DV.

12n
1
3. Comme u,, = exp <—1ﬁ(1 + 0(1)) on vérifie u, = o( ) donc Zun est ACV.
4. Par DL, u,, = (_31)

( ) donc Zun CV.
(1)

na/2 ~ o2n3a/

5. On trouve u,, —

"
o Y (m- X 5r)
1
sont de méme nature; par équivalent de signe fixe, de méme nature que Z . En conclusion, Z uy CV siet

seulement si a > 2/3.

6. On a |u,| < re= () = o( ! ) donc Zun est ACV.
n?

1
Exercice 2 [/sujet/| Si 8 > « alors u, ~ e positif donc Zun CV si et seulement si 8 > 1. Par contre, si a > [ alors

—1)"
converge donc Zun et Z (un — (=1 )
na

sont de méme nature, puis par équivalent de signe fixe, Z uy, CV si et seulement si 2a — 8 > 1.

—1)"

(=" -1 . (
Uy — ~ ———: on en déduit la DVG si a < 0. Sla>0,z

ne n2o— B8 )

2 —n
Exercice 3 1—thn= e"j—ﬁ ~ 2e™2" positif donc Zun CV.

Exercice 4 m [sujet/| Bertrand
1

Exercice 5 Uy, = 2 ) +0 ( ) donc |up| ~ — pObltlf et Z |un| DV ; avec le DL, Zun CV.

Exercice 6 1 lim u,, = 0 par TCD avec 0 < exp(—z") < e ® (pour n > 1)
Foo — Foo — —t C

2. nu, = / € tl/" dt ——— ¢ dt = C > 0 par TCD avec 0 < e—tl/" < et donc u, ~ — (positif)
1 t n—+oo 1 t t n
et Zun DV

1 1
Exercice 7 lim I,, = 0 par TCD avec 0 <

<— ~ 27
ch"z = chx z—+oo

1 oo 1
Z(—l)"[n CV par CSSA car — < 1 mais comme ch(z) < e*,ona [, > / e " dx =~ donc ZI” DV.
0 n

ch
, : s 3¢3 1 1Y . s , 5 3
Exercice 8 [[sujet/|| 1. On a u, = (¢°—a)+ T_Gb —+0 —.Sla;ée DVG;sia=c¢e etb;«éi,unw

3e3 1 . . 3 3

- —ab | — de signe fixe donc DV ;sia=¢" et b= 5 Un = =0 donc ACV.

n
(=)™ Inn (=™ 1
2. vn:T—I-O )= +o0 . doncg v, CV.

Exercice 9 [[sujet]] 1. u, =exp(—n+1/2+ o(1)) donc u,, ~ /ee™™ positif donc Zun CV.
2
2. BEtudier z — ln(l—i—x)—x—i—% sur RT, elle est positive ; on en déduit 0 < u,, < vee " donc0 < R, < Ve Z e k=

k=n+1
—n—1/2 67n71/2

e
. Il suffit donc que Tt < 1073 (qui peut donner une valeur de n en prenant le logarithme) pour que
—e

1—e!
la somme partielle de la série soit une approximation convenable de la somme totale.

Exercice 10 On cherche un DL en 0 de f(z) = arccos <g —l—x> (dérivable au voisinage de 0); on trouve
(="
nOt

f'(x) = =2 — 82V3 + o(z) donc f(x) = f(0) — 2z — 42%V/3 + o(z?) puis u, = 2 Bn% +o (n%) Comme

(=" ( (—1)”) . - . 1 . .
E CV,E ntE n———1, lent d fi ,E —— sont d ture. O déduit
o Up, € U - puis par équivalent de signe fixe sont de méme nature. On en dédui

« n2a
Z u, CV si et seulement si 2a > 1.



62
Exercice 11 [[sujet] 1. 8 = arccos(1 —h) < h=1—cos(f) et h — 07 si et seulement si @ — 01 ; 1 — cosf vy
—

1
donc (composition des limites) lim = — et comme f(h) > 0, on a bien f(h) L V2h
—

n—ot f(h)? 2
1 2 2
2. u, = arccos (1 — m) et 1/ P ng—\@ (positif) donc la série CV

—1

. - , . Inz 1 - Ink el/e
Exercice 12 |[sujet/| Par une étude de fonction — € |0, —| sur [1,4o0[ donc u,, = exp — > donc

x e n
k=1

> u, DV.

. - n\" 1 1 «
Exercice 13 |[sujet/| n! = (g> V2mn(1+o(1)) donc In(n!) = nln n—n+§ ln(n)+§ In(27)+0(1) et u,, = exp [_E ln(n!)} =

(e

exp (—aln(n) + a+o(1)) ~ Z—a positif donc Zun CV si et seulement si a > 1.

Exercice 14 On vérifie le CSSA : |uy| tend vers 0 avec la formule de Stirling (cf calcul dans 'ex précédent) et
1 n

|un| = exp(—wvy,), il suffit donc de prouver que (vy,) croit : v+ — v, = Py 2

(In(n + 1) — In(k)) > 0.

Exercice 15 Onaun:(1+a+b)\/ﬁ+(2+b) —|—O( Sil+a+b#0DVG;sil+a+b=0et

ol mrsan
de signe fixe donc Zun DV;sia=-2etb=1u, =0 ( 3/2> donc Zun est ACV.

7

“+o0
Sia = —2etb=1, (en changeant les indices) Zuk =14+vV2-2vV2—-2vVn+ 1+vn + 1+vn + 3 donc Zun =1-+2.
k=1 n=1

a+2b7é0,un~( +b)

2a —b—c¢

2a —b— 1
Exercice 16 |[sujet] u, = | (—2) donc si 2a # b+ ¢, u, ~
n n n

de signe fixe et Zun DV; si
1
2a = b+ c alors u,, = O ( ) donc Zun est ACV.

n (=" 1 n
Comme (—1)"u, = (2a —b—c¢)——+ 0O 3) Z(—l) u, CV pour tout (a,b,c).

n

Exercice 17 |[sujet/]| 1. Siag # 0alors DVG,siag = 0etay # 0alors f(n) ~ a—nl (signe fixe) donc DV et siag = a3 =0
1
alors f(z) =0 (—2) donc la série est ACV
n

2. Si |ag| < 1 alors il existe 0 < g < 1 tel que |f (k)| < ¢ pour k > ng donc |pp| < |pny|¢" ™" donc (p,) CV vers 0.
De méme, si |ag| > 1, on a |f(k)| = ¢ > 1 pour k > ng et (|pn|) tend vers +oo donc (pn) DV.
Si ap = 1 alors f(k) > 0 pour k > ng; on pose p), = H f(k) et on a In(p),) = Z In(f(k)) avec In(f(k)) =
k=ng k=ng
1
a—kl +0 (ZkQ). Si a; = 0 alors Zln(f(k)) est ACV donc (p],) CV vers £ > 0 (car ¢* > 0); si a; > 0 alors (Inp),)
tend vers +oo donc (p},) DV; et si a; < 0 alors (Inp),) tend vers —oo donc (p,) CV vers 0.

Si agp = —1 alors f(k) < 0 APCR donc (pn)n>n, est alternée donc CV si et seulement si elle tend vers 0 donc si et

1
seulement si (|p,|) CV vers 0. Comme |f(z)] =1 — L0 (—2), cela ne se produit que si a; > 0 d’apres le cas
T x

précédent.
3.7

Exercice 18 1. Par comparaison avec une intégrale (cf cours)

R, 1

2. On a lim S, Z o = > 1 (donc # 0); on a donc u, = 5 " o= Dot positif donc Zun CV si et
seulement si « > 2
+oo
Exercice 19 [[sujet/| 1. Sion pose S = Z u > 0 (car u, > 0), on a w, ~ S~ %u, (SATP) donc an (AY
k=0
nn+1) A »
2. S, = — donc w,, ~ a1 (SATP) donc an CVssia>1



3. S, ~ In(n) donc w, ~ (SATP) donc Z wy, CV ssi a > 1 (Bertrand ; comp série/int)

o
nln(n)e

Sn > =In(S,) —In(S,—1)

n—1

Exercice 20 1. 51th——Ol ( Sn )z—ln(l—p—n)wg—n(SATP)etln(

5% 1 Sn
donc Zln ( ) DV car limIn(S,,) = 4+o0. Sinon Z " est GDV
1 1 n 1 1
2. - = S ~ (SATP) etZ( - S—ﬂ) CVcarth—nzo

n n+1 a+1

n
Exercice 21 |/sujet/| t — t* est croissante donc / t*dt < S < / t* dt puis S, ~ 1
0 1 @

donc par équivalent de

SATP, Z SLC’V pour tout a > 0

Exercice 22 [[sujet] Si z > 1 DVG; si x < —1, la suite n’est pas définie. Si [z < 1, |uy| ~ ﬁ ( ) donc Zun

1
est ACV.Siz=1eta<0,DVG;sizx=1et a>, u, ~ e positif donc Zun CV si et seulement si a > 1. Enfin,
nOl

-1 1 1
six = —1 et a < 0, la suite n’est pas définie, alors que si a > 0, u,, = (=D — +o0 <?a) donc Zun CV si et
n

2ne 8n2a
1 _1 n
seulement si Z (un Qna) CV (car Z % CV) et par équivalent de signe fixe, Z u, CV si et seulement si 2ac0 > 1.
2 e -1)*D
Exercice 23 [[sujet/| On a, avec Sing =C #0et sing =D #0, usg =0, uspr1 = ((5k+)1)a’ Uskto = ((5}7€J22)a7
. -1
(=1)*D (=n*rc - S
U =————c¢tu = ———— On a alors, avec S,, = Uk, Ssp = U +u +u +u donc
S+ = (5E 1 ) W+ = 5py a)e ; ks S5 kZ:O( Sk+1 T Usk+2 + Usk+3 + Usk+4)

est la somme de 4 sommes partielles de séries CV donc CV. Comme S5, 41 = Ssp, + Uspt1 et limus,11 =0, (Ssn41) CV
vers la méme limite. De méme avec lim usy, 4o = limus, 3 = limus,14 = 0, on trouve que (Ssni2), (Ssn+3) et (Ssnta)
CV aussi vers la méme limite donc Zun CV.

Exercice 24 |[sujet| 1. up=In2etu; =2In2-1

2. Par étude de fonction In(1 +z) < z si > —1 puis In(1 + z) = fln

ln(l )
1+« 1—|—x
1

1
S rde= On a u, >

R A n+1) nat
1

1 yn 1 1 1
3. On en déduit / dt < u, < / t"dt = ——. De plus /
0 0 n‘Fl 0

14tn
1
———donc ¥ _u, DV. Mai d t (uy) tend vers 0 et u, n= [ [In(l+t"")—In(1+¢")]dt <0
CESY) onc y wu ais par encadrement (u,) tend vers 0 et u, 1 —u /O[n( + )—In(1+4¢")]

donc par CSSA, » (—1)"u, CV.

. - — B n@> I GO o (="
Exercice 25 1. Siu, = (an + (1) 3 alors Upy1 — Uy, = 5 (Vn + Vn) = NG donc

(CSSA) Z(“"+1 —uy) CV, ie la suite (u,) CV vers | = Z(unﬂ — Uy ) + up ; par CSSA; on a Z(Un+1 —uy)| <
n>1 n>1

1 1
|u2—u1\:7<u1:§doncl>0.

2(1 +v/2)

2. Onaa, = (—1)"?—&%4—0(1) donc i = 2(;717)11 il (1) Comme Z CV Z — et Z (an f)n)

1
sont de méme nature et par équivalent de signe fixe, de méme nature que Z —. On en déduit que Z — DV.
n Qn,

Exercice 26 [[sujet/| 1. Par une étude de fonction, on vérifie que P, = X" + X1/n — 1 s’annule une seule fois sur
[0,1], que P, < 0 sur [0,x,] et que P, > 0 sur [z,, 1].
2. Comme P,

€ [z, 1] donc 0 < x donc (z,,) tend vers 0.

1 1
— >0, _
(ﬁ) ona Vn
1
%(1 —x,) et comme 0 < x,, <

—1)" 1
S, DV. De phus (—1)", = | ﬁz +0 (m) done " (~1)"z, CV.

1 1
3. Ona z, = ,onal0<z, < a2 donc limz, = 0 et x,, ~ — positif donc

NG




—+oo
Exercice 27 1. f est CM" sur [1, +oo[; par changement de variable (i justifier), / f(z) dz est de méme
1

+oo
nature que / u®e" du; u®e™ v g est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si —1 < «; par IPP (cf cours)
O u

+o0 eiu
/ — CV si et seulement si o < 0.
1 u

ntl n+l a(ln a—1 nt)®
a(lnn)* 1 4+ (Inn)a +1
((n+1))?

Inn
et seulement si (/ ue™ du) CV donc la série CV si a < 0; pour a > 0, apres 2 IPP successives, on trouve
1 neN

! donc /nH(n +1—1)f'(t) dt’ <

1 n
=o0 ( 3/2> on en déduit que Z f(n) CV si et seulement si (/ f@) dt) CV donc si
n 2 neN

Inn
/ ue™ du = (Inn)* + O((Inn)*~ ') ~ (Inn)*® donc la série DV pour a > 0.
1

tant
Exercice 28 |/sujet/| 1. On peut d’abord vérifier que ¢t — arcta est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si b < 2. De

plus % o8 2tb donc I,, ~ Q (positif) sil < b < 2avec C = / aTCtht dt > 0 donc Z I, CVssia> 1.
Si0<b<l alors/ arctant — 7r/2 gt — _/ arctan(1/t) gt 3 /+°° arctan(1/t) ¢ car arctan(1/t)
0 tb b t—+o00 0 tb tb t—+oc0
prsy et 14+b > 1. On en déduit I, ~ nla;r/onfbt = % (positif) donc ZI” CVssia+b—1>1.
2. A nouveau, 0 < % = ;Anarcmﬁ(l/t)dt < nla/()n =140 gt = n%fb donc I,, ~ ;g%;_bz (positif) et

ZI" CVssia+b—1>1.

" arctant ™ arctant — /2 oo arctan(1/t
3. / L s In(n) = / retant — / dt / retan(1/t) dt car intégrable sur [1,+oo[; comme
1 t 2 1 t t—+o00 1 t

1
tant 1
/ arctan dt = o(In(n)), on en déduit I,, ~ ﬂ;;( n) (positif) et (Bertrand) ZI CV ssia> 1.
0

too k+1
-1
Exercice 29 |/sujet/| On pose R, = E % et S la somme de cette série alternée CV ; par CSSA, on a |R,| <
k=n-+1

_1\n+1 _1\n+1
doncunzﬁ(S—Rn):(l)is—i—O( )dOHC Zun CV.

n+1 n n
Exercice 30 1. Reste d’une série CV par CSSA
1 1
2. par CSSA, |Un| < n\/ﬁ =0 (W)
+oo k+1 n
-1 -1/
3. Sifl= kZ:l (\/)E alors w,, = ( n) — v, donc an Ccv
14 1)k+1 1
4. x Nfcarﬂ—lJrZ >1-—= >0 donc SATP et ), DV
n>2 \/§

“+ o0 “+ o0
Exercice 31 1. CV par CSSA : / e~ du est le reste de I'intégrale I = / e dx qui CV
2 0

n n

2
—1)" n —1)"
2. vn:( )/ e*xzdx:( )Ifundoncg v, CV aussi.
0

Exercice 32 |[sujet]| 1. f doit tendre vers +00 en +o0o mais ce n’est pas bufﬁsant si f est telle que f(n) = In(n) +

n =y _ =" 1 1 " ="
(=)™ alors z,, = W)+ (-1~ Inn  (mn)? +o ((1nn)2> donc Zm DV car Z T CV et

Cor e
o~ ~ ) (négatif) donc Z( o ) DV

2. CSSA donc u,, existe, tend vers 0 (reste) et est du signe de (—1)"
1 1 1 1

— > _
f(k+2)  fk+1) = f(k+1) [f(k)
décroissante et tend vers 0, le CSSA s’applique

Ty —

3. Onav, = = vj_1 donc (vg) croit et tend vers 0 donc v < 0, ce qui donne

(7



= X (m+1? 1 [(n? 2= (p\n* 1 = (p
2. (n+1)? np+kz < >n donc EETEE = 5\ on + kz_o (k) on donc, en sommant, S,—1 = 3 Sp + kz_o (k) Sk
—1

. L p
3. Par récurrence (forte) avec Sy = ngo on = 2 et (k) eN

1
Exercice 34 |[sujet] 1. — CV

2
2. Onae= Z x + R,, donc 2nlme = 2772 X —|— 2nltR,, et Z — € N donc sin(2nlre) = sin(2nlrR,,) ~ n—fl
k=0

(positif) donc Zsm 2nlme) DV

1
3. (n+ 1R, —1+7+ Z Z n—l— < Z k1) e 0 (reste de série CV).
k>n+3 k>n+3 k>n+3

Jaf* Jaf*

a
< — 2>
( +2+1)(n+2+2)...(n+2+k) R 0

Exercice 35 |[sujet/|| 1. |ug|=

. — = = J up = ol —
an+1 R, R (n+2)a = h n

n

1 "1 2
3. Avec a =1, on a 2men! = 27n! (Z i + Rn> et n! Z o € N donc v, = (2mn!R,,) ~ % (SATP) donc Zvn DV.
! il

k=0
Exercice 36 1. On a 2n 3 _ 58 32 16 aprés changement d’indices sur les sommes
/ ) (n—nn+2) n-1 n  n+2 P &
+oo
. 2n+3 5 ( 1 1) 3 (1 1)
tiell t — = (14+=+=)—=(=+= ).
partielles, on rouve;(n_l)n(n+2) 3 +2+3 5 2—1-3
o 1 o «a = « 1 1
2. On a 3" 1sin3 3 =1 (3" sin 3 3" Lsin 3n_1) donc par télescopage 7;03"_1 sin® 3 =1 (a — gsin 3a) car
e
lim 3" sin — = a.
im 3" sin o= = o
203 — 3n2 + 1 —80 53 15 2 X203 —3n2 +1 ( 1)
3.0 = - —d o T T _80(e—-1-1-2=
S Y w3l T2l ) OHCRZ:O (n+3)! ¢ )t
53(e—1—1)— 15(e — 1) + 2e.
n 1 n—1 1 1 7T2
Exercice 37 sujet Si Hn = ]; ﬁ alors Hgn = 4H + Z m donc Z m 3 .
2n n—1 “+o0 nt1 2
(—1)F1 1 1 . (G
2 2 = —ZHn + kZ:O @kt donc (la série est ACV) ; Ty

1 1 1 1 2 (—1)k+1
Exercice 38 (m - ﬂ) 4k:2 positif donc la série CV ; Z (m - Qk) = Z A
k=1

+oo
1 1
Z(%—l _ﬁ) = n2.
k=1

1 -1 1

donc on obtient

4n3 —n n 2n—1

k=1

=-> i+ 222k—1+2n+1 221(%—1 2)+

=2n2-1
2n -n

3 3 1 5 3
Exercice 39 |[sujet/| 1. ln(un+1)+§ ln(n+1)—1n(un)—§ In(n) =1n (1 + H) —In (1 + %> + 5

donc, si w, = In(u,) + gln(n), on a bien (w,) CV (lien suite/série)

|

=
N

—

+
S| =
N——

Il

Q
/~
3| =
N——
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3
2. Si on note ¢ = lim w,,, on a In(u,) = ~5 In(n) + £+ o(1) donc u,, ~ 373 (positif) donc Zun Ccv

3. Sommer la relation 2(k 4+ 1)ugy1 + ugs1 = 2kug + 2uy

4. Onpose S, = E up et T, = g kug;ona Spi1 = 342(Th—Tnt1)+2(Snt1—Sn) = 3—2(n+1)tp11+2Un 41 —+>
(oo}
k=0 k=0
3

(lnn)Q.

Exercice 40 |/sujet/| 1. On trouve u, ~ 5

Inn
2. On trouve v,11 — vy ~ 52 négatif donc (v, ) décroit a partir d’un certain rang et Z(v”“ —vy,) CV donc (vy,)
n
CV.

2 (—1)kInk 2

Inn
3. En séparant les termes pairs et impairs, on trouve Z A = (In2)H,, + up, — ugy, et comme u, = ( 5 )
k=1
{4+ 0(1), on obtient le résultat annoncé (la série CV par CSSA qui est vérifié a partir d’un certain rang).
Rin) | _
nn+1)| " n(n+1)

+

Exercice 41 |/sujet/| 1.

donc la série est ACV.

2. En séparant les termes selon que n = 5k, 5k + 1, 5k + 2, 5k + 3 ou 5k + 4, on trouve, avec —— = — — ———|
nn+1) n n+1

n—1

1 1 1 1 ~— R(k)
%o kzzo (5k+1 Torre Thkas T 5k+4> n = Hn = In(5n) ~In(n) + o{1) done ; k ")

(k+1)

1
Exercice 42 |[sujet]| La CV peut étre justifié par s(n) = |log;y(n)] donc s(n) =o0 ( 3/2) donc la série est ACV.

107t -1
1 1
_ +1 — —
On a s(n) = p pour 10> < n < 10P7" — 1 donc n;}p (n—l—l Z (n n—l—l) ,p(me) =
10N+ N 10P+ N+1 +00
D p+1 ) 1 s(n) N+1 1 s(n)
P , 1 _sn) —d AN
<10p 10p+1 ) Tqgpei- Onaalors n; n(n+ 1) p;) = n+ 1 TN+ pz_:l 107 OHC; n(n+ 1)
9
2n 1 n
Exercice 43 Tout d’abord la série CV par CSSA. Puis on a z:(—l)"'H In (1 + E) = Z(ln(%) —In(2k+1))+
k= k=
n—1 n n—1 ' '
> (In(2k+2) —In(2k + 1)) =23 In(2k) =2 In(2k + 1) — In(2n + 1) = 4n1n 2 + 4u,, — 2uz, — In(2n + 1) puis avec
k=0 k=1 k=0

u, =In(n!) =nln(n) —n+ = 5 ln( )+ %ln(?w) + o(1), on trouve 2.0(—1)"'*'1 In (1 + %) = In(27) — 2In(2)

Exercice 44 |/sujet/|| 1. Sur [O, g}, on a0 <sine <« done 0 < upy1 < up; lasuite (uy,) est done CV vers [ tel que

I = sin(l) (car sin est C°) donc I = 0 (étudier x — 2 — sinx).

1
2. Zunﬂ — u, CV (télescopique) et comme u,, tend vers 0, on a U413 — Uy, ~ —Eui (négatif) donc Zuf’l CV.

3. In 2ntl _ In(un41) — In(u,) est une série télescopique DV puisque (In(u,)) DV vers —oo. Comme (uy,) tend vers
Un,
2
1
0, UZT =1- % + o(u2) donc In UZT ~ —gui négatif donc Zui DV aussi.
1
Exercice 45 |/sujet] 1. upyr1 = 2sin? u2—n donc avec 0 < sinz < x sur [0, g}, onal < upyr < iu% 12u,, puisque
€ [0,1] pour n > 1. La suite (u,) CV donc vers [ tel que [ = 1 — cos(l) (car cos est C°) et [ = 0 (étude de
fonction).
1
2. Ona 0 < uyy1 < ~u2 donc par encadrement L 50 et Z u, CV (d’Alembert).
2 Unp, n—-4o0o

1
Exercice 46 |[sujet/| 1. On vérifie successivement que u,, > 0 donc 0 < u,, < — pour n > 1 donc (uy,) tend vers 0. On
n
en déduit nu,, — 1



1 1 1 1 1 1
2. On en déduit u, ~ — positif et Zun DV. Enfin avec u,, = — + o (7>, on trouve up41; = — (1 ——+4o0 <f))
n n n n

n

donc (—1)"u,, = (=1" +0 (%) et Z(—l)"un CV.

1
Exercice 47 |[sujet/| Sur [0, 1], stable, f : z — est croissante donc (x,) est monotone, bornée donc CV vers ¢

tel que £ = f(¥¢) donc £ = 1.

n n/2 . n 1
Onaupp=1—4/1—-—= tn/ doncllmu+1:f<1et2unCV

2 14+ 1+u,/2 Up 4

1 1
Exercice 48 |[sujet/|| 1. x,41—2, = — > 0donc (z,) croit et ne peut pas CV vers [ car | = [+ 7 n’a pas de solution
x

n

1 1
positive; (u,) tend donc vers +o0co. Comme — = 41 — Xy, la série Z — DV.
In Tn

1 -1
2. Onazi+1—xi:2+—2doncensommant, fo+1:2(n+1)+x8+ E —
x2 —o Tk

k=0

1 1 1 1 1
3. On a donc (pour n > 1) fo >2npuis 0 < & < — et 0 < Z— < -H, ~ §ln(n). On a donc x,41 =

2 2
hird 2n — i 2

2(n + 1) 4+ 22 + O(In(n)) et x, ~ 2n.

Uy + 02— U
Exercice 49 [/sujet/| Si u, CV, v — v, = n n L n donce (v,) croitet 0 < v — v, <
Z n y Un+41 n 9 Q(M—Fvn) ( n) X Un+1 n

Un .
S donc Z(Un+1 —vy) CV, ie (v,) CV.

Vg
Si (vy,) CV vers [, elle reste croissante et u,, = 4v,41(Vpt1 — Vn) < 4 (Vpse1 —vp); Z(U"+1 —vy,) CV donc par majoration

de SATP, > u, CV.

/012 + 2 _
Exercice 50 |/sujet/| 1. upt1 —u, = W puis /u2 + a2 < a, + uy, car ayu, = 0 (élever au carré)

2. On a aussi up4+1 — U, = 0 donc le th de comp pour les séries a termes positifs donne Z(un_H —uy,) CV

2
3. (u,) CV (vers 1) et on a a = (2upy1 — un)2 - u = 441 (Up+1 — uy) ce qui donne a,, ~ — (positif) donc Zan
n

DV
n n n n +oo
Exercice 51 |/sujet/| On a Z k(ug —ugy1) = Z Uk —NUp g1 < Z uy, donc si Z uy, CV,on a Z E(ug —ugy1) < Z U,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
donc les sommes partielles de la SATP Zn(un — Up41) sont majorées donc elle CV.
+oo +oo
Si on suppose que Z n(ty — Upy1) CV alors 0 < nu, =n Z(uk —ugr1) < Z k(ug — ug4+1) — 0 done (nu,) tend vers
k=n k=n

0, ce qui donne la CV de Z un et aussi ’égalité des sommes en méme temps.

Exercice 52 |[sujet/| 1. a) Z uy, est ACV donc U, existe. Pour € > 0, il existe ng tel que n > ng = |u,| < v, donc
—+oo
en sommant, pour n = ng, on a |Uy| < Z |uk| < eVy, ce qui est la définition de U,, = o(V,,).
k=n
b) On a u, — v, = o(v,) et Z tun, CV (SATP par équivalent). On applique la premiére question et on en déduit
U, —V,, = 0o(Vy,) done Uy, ~ V.

2. a) Avecl u ccédente. R 2’0 1 *Z"O (1 1 ) 1
. a Vvec la question precedente n ™~ _— = e — —
! ’ 7 k=n k<k+1) k=n n

k k+1
+oo
1 1 -1 -1 -1
b) up=apt1 —a, =1-— <n—|— 5) In (1 + E) Ton donc avec 1, on a ,CZ Akt1 — Qf) ~ ﬁR" ~ o donc,

) 1 1 -1 1
comme lima,, = 51n(27r), onag In(27) — ayp, = Ton +o (;)

c) a”:exp[ ln(2ﬂ)+ﬁ+o(;)}2\5(14—%—%0(1)) doncn!:<g)n 27rn(1+%+0(%)).



n N
Exercice 53 Soit n € N, il existe N tel que o([0,n]) C [0, N]; comme u; > 0, on a Zaa(k) < Zak donc si

n —+oo
on suppose que Z a, CV, on a Z Ao (k) < Z a, ; par majoration des sommes partielles d’'une SATP, Z ag(n) CV et

k=0 n=0
+oo

E Ug(n) < g arn. En utilisant 0%, on trouve I'implication inverse et I'inégalité inverse.
n=0

Exercice 54 1. In(P,) = Zln(l + ug) et comme (uy) tend vers 0, In(1 + u,) ~ u, donc Zln(l + uy,) est
k=1
ACV ; toute série ACV étant CV, (In P,,) est une suite CV donc (P,) CV.

2. |Pyy1— Po| < |tun1] H(l + |uk|). En appliquant la premiére question a la suite (Ju,|), on trouve que H(l + |ukl)
k=1 k=1
est le terme général d’une suite CV donc bornée (par M). On en déduit | P41 — P,| < M|up41| done Z(Pnﬂ -P,)
est ACV donc CV et (P,) CV.

1
Exercice 55 |[sujet/] 1. ln (un) = Zln <1 + < ) ) ——— [ In(1+2%)dz >0 car z — In(1+2?) est C° sur

n—+oo  Jq
[0,1] (somme de Rlemann) on en dedult lim u,, = +o0.

n a+1
n 1
2. Par comparaison série/intégrale, k% ~ —— donc ap, ~ ————.
; a+1 " (a+1)nl-e

3. On a 0 < In(uy) = a, donc si « € [0,1], (Inwy,) tend vers 0 donc (uy,) tend vers 1.

Reste le cas a = 1 : on vérifie que |In(1+ z) — 2| < 2% si « € [0,7] donc pour — < 7, on a
n

k k
In (1+ ﬁ) - ﬁ
k’2

1 1
— < — puis en sommant (par inégalité triangulaire) |Inu, —a,| < n— ce qui donne limInw, = lima, = 3 donc
n n n

lim u,, = ve.

rec 1
Exercice 56 On a une SATP donc il suffit de majorer les sommes partielles : S,, < Son < H <1 + 27) S =
k=0
— 1 1 1
P,S1; comme In P, = Z In <1 + 27) et In (1 + 27) ~ 5% (In P,) CV donc est bornée puis Zun CV.
k=0
Exercice 57 .Inu Zln (1 - L) et In < i) _ L négatif donc Inu, est la somme partielle
! " VE Vk VE "
d’une série a termes negatlfs DV donc limlnu, = —o0 pUIS limu, = 0.
1
2. On a In(n%u,) = =2In(n + In (1 - —) 21n(n — et comme (comparaison série/intégrale — ~

1
2v/n, on a limIn(nu,) = —oo, ie u, = o( ) donc Z“" est ACV.

Exercice 58 |/sujet/| 1. En développant par la derniére colonne, puis en développant le deuxiéme déterminant qui
apparailt par la derniére ligne, on trouve A,, = Ap11 + anAp_o

2. par récurrence (double)

3. (A,) est croissante ; si Z an, CV alors In A, Zln (1 + ag) puis (ay) tend vers 0 donc In(1 + ag) ~ aj (positif)
k=1

+oo
donc Zln(l +ag) CVetlnA, < Z In(1+ a,) donc (A,,) est majorée donc CV.
n=1
Si (A,,) CV vers ¢ alors £ > 0 (car croissante) et Z(An —A,1) CVior A, —Ap_y = ap,_o ~ La, (positif)
donc Z a, CV
1
Exercice 59 1. On a b, > 2 pour n > ng donc 0 < —— < ol
. n (In(Inn))? 1 1 1
2. Si a, =Inn et b, = In(lnn) alors e = exp[lnn (1 i p——— —+00 donc S =0 o et Z o DV.



1
Exercice 60 |[sujet/| Par un DL, on trouve In(v,+1) —In(v,) = O (—2> donc Z(ln(vnH) —In(vy,)) est ACV et la suite
n
1

e
(Inv,) CV vers I € R et limv,, = el > 0 donc u,, ~ — positif donc Z u, CV si et seulement si a > 1.
n

Exercice 61 |/sujet/| 1. Partir de v,, = V,, — V,,_1 ou par récurrence.
2. Si |V,| < M alors |(ug — uk+1)Vi| < M(ug — ugy1) puisque (u,,) déeroit ; comme (u,,) CV, la série Z(un — Upt1)
CV et par majoration Z(un —Up+1)Vy est ACV. De plus lim u,,V;, = 0 puisque (u,,) tend vers 0 et (V,,) est bornée;

“+oo “+oo
on a donc la CV de Zunvn et Z UpVpy = Z(un — Upt1) Vi
n=1 n=1
; - 1 - = cos 0 sin 22
3. Si a <0, 0onaDVG; par contre si @« > 0, | — ) tend vers 0 en décroissant et V,, = Zcos(n@) = —u "
. ) ) cos(nd) ) cos(nb) 1
si 0 ¢ 2nZ donc |V,,| < ——7, ie (V) est bornée et Z ———— CV. Enfin, si § € 27Z alors = — donc

la série CV si et seulement si a > 1.

Exercice 62 |/sujet/| Pour € > 0, on a |u,, — v,| < ev, pour n > ng.

n
1. Pour n > ng, on a |U, — V| < |Uny — Vol +¢ Z Vg < |Ung — Vio| +€Vi ; comme lim V;, = +00 (somme partielle

k=no+1
|U7Lo _

Va

=0 ce qui donne U, ~ V,,.

V,
d’une SATP DV), il existe n; > ng tel que pour n > nq, ol < € (le numérateur est une constante). Pour

U, -V, .
n}nl,onaMSQadonchm
n n

Un = Val

2. Pour n > ng, on a |R, — R,,| < &R, donc R, ~ R,,.
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