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Devoir - Bilan 2nd semestre

* Sauf spécifications dans la/les question(s) étudiée(s), la seule méthode autorisée durant ce DS
est la méthode append(elem), permettant d’ajouter un élément elem en fin d’une liste.

1 >>> L=[1,2.5,"Coucou"]
2 >>> L.append ([2 ,3])
3 >>> L
4 [1,2.5,"Coucou" ,[2,3]]

* On supposera que la bibliothèque math a été importée de la façon suivante :
1 import math as m

La bibliothèque numpy n’est pas autorisée.
* Ce sujet utilise la syntaxe des annotations pour préciser le type des paramètres et du résultat

des fonctions à écrire. Ainsi :
1 def maFonction(n:int , X:[float], c:str , u) -> (int , np.ndarray):

signifie que la fonction maFonction prend quatre paramètres, le premier (n) est un entier, le
deuxième (X) une liste de nombres à virgule flottante, le troisième (c) une chaine de caractères et le
type du dernier (u) n’est pas précisé. Cette fonction renvoie un couple dont le premier élément est
un entier et le deuxième un tableau numpy. Il n’est pas demandé de recopier les entêtes
avec annotations telles qu’elles sont fournies dans ce sujet. Elles sont données dans
le sujet de cette façon afin de préciser plus facilement ce qui est demandé. Ainsi, vous
pouvez juste écrire sur votre copie :

1 def maFonction(n,X,c,u) :

* Toutes les questions sont indépendantes. Vous pouvez donc répondre à la question n sans avoir
répondu à la question n − 1 en supposant les résultats admis. Toutes les fonctions définies aux
questions précédentes sont supposées disponibles et utilisables pour répondre à une nouvelle
question.

* Une attention particulière sera portée à la lisibilité, la simplicité et l’efficacité du code proposé.
En particulier, l’utilisation d’identifiants (de noms de variables) significatifs, l’emploi judicieux
de commentaires et la description du principe des programmes seront appréciés.

page 1



Informatique - PTSI-PT* Devoir - Bilan 2nd semestre

Colorer un graphe
Objectif

La coloration d’une carte de pays consiste à attribuer une couleur à chacun des pays de manière à ce
que deux pays voisins soient de couleurs différentes. Étudier ces techniques de coloration revient de
façon plus abstraite à travailler sur des graphes. Le champ d’applications de la coloration de graphes
est très vaste et couvre des domaines aussi variés que le problème de l’attribution de fréquences dans
les télécommunications, la conception de puces électroniques ou l’allocation de registres en compilation.
Soulignons que tous les graphes considérés dans ce sujet sont non-orientés.

I - Des algorithmes pour colorer un graphe

1 Introduction sur un exemple

On cherche à colorer une carte de pays avec comme seule contrainte que deux pays ayant une
frontière commune ne peuvent être de la même couleur.
Comme les pays, les couleurs sont numérotées à partir de zéro.
À titre d’exemple, on considèrera la carte suivante (Figure 1), comportant 8 pays numérotés de 0 à 7,

Figure 1 – Exemple d’une carte de pays

que l’on représentera par le graphe Gex donné en Figure 2 :

Figure 2 – Graphe Gex associé à la carte de pays de la Figure 1

Ainsi, sur le graphe de la Figure 2, deux pays sont voisins si et seulement si les sommets corres-
pondants sont reliés par une arête.
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Q1.Un graphe peut être représenté par une matrice d’adjacence. Sur le document réponse, la matrice
incomplète du graphe Gex est donnée. La compléter et expliquer le processus de construction sur votre
copie.

Q2.Une autre manière de représenter en mémoire un graphe est d’utiliser une liste d’adjacence.
La liste d’adjacence d’un graphe (constitué de sommets numérotés de 0 à n− 1) est une liste LA, telle
que LA[i] est la liste des sommets voisins du sommet i. Par convention, les voisins énumérés dans
LA[i] seront listés dans l’ordre croissant.
Donner la liste d’adjacence du graphe Gex présenté en exemple.

Q3.Donner un avantage et un inconvénient d’une représentation par matrice d’adjacence.
Donner un avantage et un inconvénient d’une représentation par liste d’adjacence.

Q4.On rappelle que le degré d’un sommet s d’un graphe G est le nombre de voisins du sommet s,
c’est-à-dire le nombre de sommets reliés à s. Compléter, sur le document réponse, le tableau des degrés
des différents sommets du graphe Gex.

2 Créer une liste d’adjacence à partir d’un fichier texte

Créer manuellement une matrice d’adjacence d’un graphe est réalisable si l’ordre de celui-ci est faible.
Il en va de même avec une création par liste d’adjacence si le degré et l’ordre du graphe sont faibles.

Q5.Rappeler la définition d’ordre d’un graphe non orienté .
Afin de palier à ce problème, pour les grands graphes, les informations sont fournies sous forme de

fichiers graphe.csv. La forme du fichier est la suivante :
• Chaque ligne du fichier renseigne sur le numéro du sommet considéré et sur les voisins de celui-ci.
• Il y a autant de lignes dans le fichier graphe.csv que de sommets dans le graphe.
• On traite chaque sommet dans l’ordre numérique (sommet 0, puis sommet 1, puis sommet 2,

etc.)
Le fichier se présente sous la forme suivante :
0,20,23,200,1050
1,3,3001,3010
2,504,708
3,
etc.
Ainsi, on comprend que le sommet 0 a pour voisins les sommets 20, 23, 200 et 1050. Le sommet 1 a
pour voisin les sommets 3, 3001 et 3010. Le sommet 3 n’a pas de voisin.

Q6.À l’aide de l’annexe fournie en fin de sujet, donner un code permettant à partir du fichier
graphe.csv (pas besoin d’indiquer son chemin d’accès) d’obtenir la liste d’adjacence Ladj du graphe
représenté.

3 Tester si une coloration est valide

Q7.Écrire une fonction voisins avec trois arguments, deux nombres entiers distincts i et j et une
liste d’adjacence LA représentant un graphe, qui renvoie True si les sommets numérotés i et j sont
reliés par une arête et False sinon.

On considère une carte de pays, représentée par un graphe G pour laquelle on a une proposition de
coloration donnée par une liste C. Ainsi, C[i] donne le numéro de la couleur attribuée au sommet i.
On souhaite déterminer si la coloration proposée est valide (deux sommets du graphe reliés par une
arête ne peuvent pas être de la même couleur).

Q8.Écrire la fonction coloration_valide avec pour arguments une liste d’adjacence LA et une liste
de couleurs C, qui renvoie True si la coloration est valide, False sinon.

Q9.Pour un graphe comportant n sommets, quelle est la complexité temporelle dans le pire des cas
de la fonction coloration_valide ?
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4 Un algorithme intuitif de coloration

L’attribution des couleurs à chaque sommet est caractérisée par une liste C où C[i] est la couleur
attribuée au sommet i ; C[i] vaut −1 si la couleur n’est pas encore attribuée. La liste C ne contient
que des −1 au départ et ses valeurs sont modifiées progressivement au fur et à mesure que les couleurs
sont attribuées.

Q10.On suppose (dans cette question seulement) que n est une constante déjà définie. Écrire la ou les
instruction(s) permettant de créer une liste initiale C composée de n éléments valant −1.

Q11.Compléter, sur le document réponse, la fonction colore_sommet ayant trois arguments, la liste
C des couleurs attribuées, le numéro s du sommet à colorer et la liste d’adjacence LA caractérisant le
graphe.
Cette fonction ne renvoie rien mais modifie la liste C en donnant à C[s] la plus petite couleur possible,
en fonction des couleurs des sommets voisins qui sont déjà colorés.
Par exemple, pour le graphe Gex, prenons C=[0,1,-1,-1,-1,-1,-1,-1]. Les sommets 0 et 1 ont donc
déjà été colorés avec les couleurs C[0]=0 et C[1]=1.
L’appel colore_sommet(C,2,LA) modifie la liste C en C=[0,1,0,-1,-1,-1,-1,-1]. Cela veut dire que
le sommet 2, adjacent au sommet 1 mais pas au sommet 0, a reçu la même couleur que le sommet 0.

Q12.À l’aide de Q11, écrire une fonction colorer1 avec pour argument une liste LA caractérisant un
graphe, qui crée et renvoie la liste C des numéros des couleurs attribuées en colorant les sommets un
par un par ordre croissant de leurs numéros.
Par exemple, l’application de la fonction colorer1 au graphe Gex renverra la liste de couleurs
[0,1,0,2,1,0,2,3].

Q13.L’ordre de coloration imposé à la question précédente est arbitraire. On souhaite maintenant
colorer le graphe en traitant les sommets selon un ordre arbitraire donné en argument. Écrire une
fonction colorer2 analogue à colorer1 et avec un argument supplémentaire, une liste ordre fixant
l’ordre de coloration des pays.
Par exemple colorer2([0,2,4,6,1,3,5,7],LA) colorera le graphe Gex en commençant d’abord par
le sommet 0, puis en continuant par les sommets 2, 4, 6, etc..

Q14.Donner la liste des couleurs renvoyée par colorer2 pour colorer le graphe Gex donné en exemple
en prenant ordre=[7,6,5,4,3,2,1,0].
Combien de couleurs ont-elles été utilisées ?

La méthode que nous venons de décrire est rapide et fonctionne plutôt bien. Cependant, si on
cherche à utiliser le nombre minimum de couleurs, l’efficacité de l’algorithme proposé ci-dessus dépend
en grande partie de l’ordre dans lequel on choisit de colorer les sommets du graphe.
L’objectif des sous-parties suivantes est d’affiner la stratégie pour mieux choisir cet ordre de coloration.

5 Variante de Welsh-Powell

Une alternative est donnée par la variante de Welsh-Powell. L’idée est de parcourir l’ensemble des
sommets du graphe par ordre décroissant de leurs degrés.
Comme le degré d’un sommet est un entier positif, il est possible d’écrire un algorithme de tri efficace
(dit par répartition).

Q15.Écrire une fonction degre avec pour argument la liste d’adjacence LA d’un graphe quelconque,
qui renvoie la liste des degrés des sommets du graphe.
Par exemple, pour un graphe de liste d’adjacence LA=[[1,2],[0,2,3],[0,1,3],[1,2,4],[3]], la
fonction degre renverra la liste [2,3,3,3,1].

Q16.Écrire une fonction init avec pour argument un entier n, qui renvoie une liste de listes R de taille
n, telle que R[i] soit une liste vide.
Par exemple, init(3) renverra [[],[],[]].
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Q17.Écrire une fonction ranger avec pour argument une liste d’adjacence LA, qui renvoie une liste R
de même taille que LA, telle que R[i] soit la liste des sommets de degré i.
Ainsi, pour l’exemple de la questionQ15, l’appel ranger(LA) renverra la liste [[],[4],[0],[1,2,3],[]].

Q18.Écrire une fonction renverse avec pour argument une liste L, qui crée et renvoie une nouvelle
liste obtenue en lisant L dans l’ordre inverse.
Par exemple, renverse([1,2,3,4]) renverra [4,3,2,1].

Q19.Écrire une fonction trier_sommets avec pour argument une liste d’adjacence LA, qui renvoie la
liste des sommets triés dans l’ordre décroissant de leur degré.
Par exemple, pour un graphe de liste d’adjacence LA=[[1,2],[0,2,3],[0,1,3],[1,2,4],[3]], la
fonction trier_sommets renverra la liste de sommets [1,2,3,0,4].

Q20.Pour un graphe à n sommets, quelle est la complexité temporelle de la fonction trier_sommets
dans le pire des cas ?

Q21.Écrire la fonction colorer3 avec pour argument une liste d’adjacence LA, qui crée et renvoie une
liste de couleurs C, telle que C[i] soit la couleur à attribuer au sommet numéro i, les sommets étant
colorés dans l’ordre décroissant de leur degré.
Quelle est la complexité de colorer3 dans le pire des cas pour un graphe à n sommets ?

Q22.Pour le graphe Gex de la Figure 2, donner la liste C des couleurs renvoyée par la fonction
colorer3.

L’amélioration proposée donne de bons résultats dans un grand nombre de cas. Cependant, il reste
quelques cas où la coloration obtenue utilise trop de couleurs.

La méthode suivante, proposée en 1979 par Danier Brélaz de l’École Polytechnique Fédérale de
Lausanne, raffine la détermination de l’ordre de coloration. La priorité de coloration est ainsi recalculée
après chaque traitement d’un sommet et non plus une fois pour toute au départ. Au final, cette approche
fournit rapidement une coloration optimale dans un très grand nombre de cas.

6 Algorithme DSATUR

Lorsque l’on colore un graphe, le degré de saturation d’un sommet est le nombre de couleurs
différentes déjà attribuées à ses différents sommets voisins. Évidemment, ce degré de saturation est
susceptible d’évoluer à chaque fois qu’un nouveau sommet est coloré.

Q23.Écrire une fonction degre_satur avec 3 arguments, une liste d’adjacence LA, un sommet s du
graphe, une liste C de couleurs. Cette fonction renvoie le degré de saturation du sommet s. On rappelle
que le sommet i est coloré si et seulement si C[i] est différent de −1.

Q24.Écrire une fonction liste_satur avec deux arguments, une liste d’adjacence LA, la liste C des
couleurs des sommets, qui renvoie la liste des sommets non colorés du graphe ayant un degré de
saturation maximum parmi les sommets non colorés.
On notera qu’il s’agit d’une liste car plusieurs sommets peuvent avoir le même degré de saturation. On
supposera de plus qu’il reste au moins un sommet non coloré.

Q25.Écrire une fonction pas_fini avec pour argument une liste C, qui renvoie True si cette liste
contient la valeur −1, False sinon.

Q26.Compléter, sur le document réponse, la fonction colorer4 ayant pour argument une liste d’ad-
jacence LA, qui renvoie une liste C constituant une coloration du graphe. Cette fonction procède de la
façon suivante.
Tant qu’il reste un sommet non coloré :

• déterminer parmi les sommets non colorés ceux de degré de saturation maximale ;
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• si plusieurs sommets non colorés ont un degré de saturation maximale, en choisir un parmi ceux-ci
qui soit de degré maximal ;

• colorer le sommet choisi en lui attribuant la couleur disponible ayant la plus petite valeur.
Il n’est pas facile d’être certain d’avoir utilisé le nombre minimum de couleurs. La sous-partie

suivante propose une piste.

7 Un minorant du nombre de couleurs nécessaires

Considérons un graphe G et un sous-ensemble K de sommets de ce graphe. On dit que K forme
une clique si et seulement si pour chaque paire de sommets de K, il existe une arête les reliant.
Par exemple, sur le graphe Gex de la Figure 2, (4, 5, 6, 7) constitue une clique de 4 sommets et (4,
5, 6) une clique de 3 sommets. Par contre, (0, 4, 5, 6, 7) ne forme pas une clique puisque le sommet 0
n’est pas relié au sommet 5. Enfin, on note nc le cardinal de la plus grande clique de G.

Q27. Justifier que le nombre minimum de couleurs pour colorer un graphe est supérieur ou égal au
nombre nc.
Montrer également que : nc 6 1 + max{deg s , s ∈ G} où deg s désigne le degré du sommet s dans le
graphe G.

Dans ce qui suit, on suppose toujours que les sommets d’un graphe à n sommets sont numérotés
de 0 à n− 1.

Q28.Écrire une fonction est_clique avec deux arguments, la liste d’adjacence LA d’un graphe et un
tuple K de sommets de ce graphe, qui renvoie True si K est une clique, False sinon.

Voici, sur un exemple, la façon dont la fonction combinaisons du module itertools permet
d’obtenir toutes les combinaisons de taille fixée d’une liste.

1 >>> from itertools import combinaisons
2 >>> for C in combinaisons ([0,1,2,3,4],3) :
3 print(C)
4 (0,1,2)
5 (0,1,3)
6 (0,1,4)
7 (0,2,3)
8 (0,2,4)
9 (0,3,4)

10 (1,2,3)
11 (1,2,4)
12 (1,3,4)
13 (2,3,4)
14 etc.

Q29. Sur le document réponse, compléter la fonction minoration_nb_couleurs ayant pour argument
la liste d’adjacence LA d’un graphe, qui renvoie le cardinal de la plus grande clique du graphe considéré.

Ainsi, si le nombre de couleurs utilisées pour colorer le graphe est égal à nc, on est sûr d’avoir
utilisé le nombre minimum de couleurs.
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Annexe - Lecture de fichiers et images

8 Traitement d’un fichier texte sous Python

Ouverture et fermeture d’un fichier texte
• L’ouverture d’un fichier texte se fait à l’aide de la commande fich=open(nom,options), nom est

une chaîne de caractères qui est le nom du fichier texte avec l’extension, à ouvrir (si le fichier est
dans le bon répertoire) et options qui vaut "r" pour lire le fichier nom, qui vaut "w" pour écrire
depuis le début dans le fichier nom ou "a" pour écrire à la suite du fichier nom.

• La fermeture de fich se fait à l’aide de la méthode close(). Ainsi, fich.close() permet d’as-
surer l’enregistrement des modifications obtenues suite à l’écriture dans le fichier fich.

Lecture du fichier fich
Quatre méthodes sont disponibles pour lire un fichier. Voici un exemple.

Ce fichier a été ouvert sous Python via la commande open sous le nom fich.
• La commande fich.read() permet de lire l’ensemble des lignes du fichier sous forme d’une seule

chaîne de caractères.
1 lecture=fich.read()
2 >>> lecture
3 "Nom;Prénom;Numéro de téléphone\nDupond;Bernard ;0612345678\ nMonchan;

Catherine ;0623456789\ nGelun;Maxime ;0712345678\ nMartin;Valentine
;0723456789"

• La commande fich.readlines() permet de lire l’ensemble des lignes du fichier. Le résultat est
une liste où chaque élément de celle-ci est une chaîne de caractères correspond à chaque ligne du
fichier lu.

1 lignes=fich.readlines ()
2 >>> lignes
3 ["Nom;Prénom;Numéro de téléphone\n","Dupond;Bernard ;0612345678\n","Monchan;

Catherine ;0623456789\n","Gelun;Maxime ;0712345678\n","Martin;Valentine
;0723456789\n"]

• La commande fich.readline() permet de lire ligne à ligne le fichier. Chaque fin de ligne est
indiquée par \n.

1 ligne=fich.readline ()
2 >>> ligne
3 "Nom;Prénom;Numéro de téléphone\n"
4 ligne=fich.readline () # Pour passer à la ligne suivante , on réutilise la mé

thode readline ()
5 >>> ligne
6 "Dupond;Bernard ;0612345678\n"

• On peut également utiliser une boucle for où l’on lit les lignes du fichier une à une. ligne
contient donc la ligne actuellement lue.

1 >>>for ligne in fich :
2 >>> ligne
3 1er ligne récupérée : "Nom;Prénom;Numéro de téléphone\n"
4 2eme ligne récupérée : "Dupond;Bernard ;0612345678\n"
5 etc.

page 6



Informatique - PTSI-PT* Devoir - Bilan 2nd semestre

Traitement d’une chaîne de caractères

• La méthode strip(carac) supprime carac en début et fin de chaîne de caractères.

– Par exemple,
1 >>> chaine="Bonjour !"
2 >>> chaine=chaine.strip("!") # Supprime le caractère r en début et fin

de ligne
3 >>> print(chaine)
4 Bonjour # Attention , l’espace entre Bonjour et ! existe toujours.

– Par défaut, carac vaut \n
1 >>> chaine="Bonjour\n"
2 >>> chaine=chaine.strip () # Supprime le caractère \n en début et fin

de ligne
3 >>> print(chaine)
4 Bonjour

• La méthode replace(ancien,nouveau) remplace l’ensemble des premiers caractères par les se-
conds.

1 >>> chaine="Nom;Prenom;Numero de telephone\n"
2 >>> chaine=chaine.replace("e","é") # Remplace l’ensemble des premiers

caractères par le second
3 >>> print(chaine)
4 Nom;Prénom;Numéro de téléphoné

• La méthode split(carac) crée une liste contenant les sous-chaînes de caractères séparées par
carac.

1 >>> chaine="Nom;Prénom;Numéro de téléphone\n"
2 >>> liste=chaine.split(";") # Permet d’obtenir sous forme de liste chaque

sous -chaîne séparée par le caractère ;
3 ["Nom","Prénom","Numéro de téléphone\n"]
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