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1.

(a)

Devoir surveillé de mathématiques n° 2 — Corrigé

XKk

Probléme I (D’aprés Banque PT — Math B 2019)

Le point Ho(z g,y ) appartient a D et la droite (MyHy) est orthogonale a D
axyg + byH +c=0

7 .,. . fa
MyHy est colinéaire a (b)

Ainsi, il existe A € R tel que (xH) = (xg) + A (a) .
Yu Yo b

De plus, arg+byg+c = a(xo+Aa)+b(yo+Ab)+c = 0 donc axg+byo+c+(a?+b*)A = 0

donc

b
puis \ = —%. (On sait que (a,b) # (0,0) donc a* + b* # 0).
a
On obtient le résultat demandé :
({L‘ )_ " _aaxo+byo+c _bal’o—Fbyo—i‘C
H,Yr) = | Lo T2 » Yo T2

a*(azxo +byo +¢)*  V*(azo +byo +¢)*  |axe + byo + ¢
d(Mo, D) = MoH, = \/ CEEE + RN I v [z - B2

, laxo + byo + |
uis |d(My, D) =

P (Mo, D) Va2 + b?
Ona(D_1):y—2=0,(Dg):2x=0,(Dy):y=0

Soit M(l’,y), d(M7 D*l) = d<M7 DO) = d(Ma Dl) < ’y_2’ = |x‘ = ’y‘ = (y_2)2 =22 = y2.

(y—22 =y e —dy+4=1 e y=1Pus(y—22=22=y < y=1c¢t
2 =1.

Les points du plan équidistants des droites D_;, Dy et Dy sont donc A(1,1) et B(—1,1).

Seuls A et B sont candidats, d’aprés la question précédente. Soit ¢ € R.
P -1-2t42t(1—t)] | —1-#]

Y, (s Vo Y, 3 VA

Donc ’A est équidistant de toutes les droites Dy, t € R. ‘

11
En revanche, par exemple, d(B, D) = 5 # d(B, Dy) = 1.

Donc ’A est I'unique point équidistant de toutes les droites Dy, t € R.

On peut lire un vecteur directeur sur I’équation cartésienne donnée dans I’énoncé :

L 2 .
u(t) = <t2 _t 1) est un vecteur directeur de D;.

Le point M (t) = (0,1 — t) appartient a D.

T = 2tA\

Donc | D; admet pour représentation paramétrique y=1—t A —1)

;A ER.
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(b)

On recherche une représentation paramétrique de ’enveloppe I' de la famille de droites

 ox(t) = 2tA(t) . .
(Dy)ser sous la forme g(t) : { y() = 1—t + A1) — 1) ol A est une fonction de

classe C! & déterminer.
Les vecteurs ¢'(t) et (t) doivent étre colinéaires donc on résout
[M'(t) + A)d'(t) + N(t)u(t), d(t)] = [M'(t) + Mt)d'(t),u(t)] =0, i.e.

_1%:\;?)\(75) t22_t1' = 0 dou 2A()(#* — 1) — 2t(=1 + 2tA(t)) = O

puis 2A(¢)(—t* — 1) + 2t = 0, enfin A\(t) =

1+¢2
22
d'ot "= 115
ot g(t) = B =1—t+ P it Sl At B et 2
= 1+ 2 - 1+ 2 T
une représentation paramétrique de ’enveloppe I' de la famille de droites
2t
. . r= —
AH].SI, (Dt)tER est : (11+_t_i)2 ,t € R.
YT g
A
\\ P;
Y +
My G
(a) |T" est le cercle de centre A(1,1) et de rayon 1.
22
xr =
(b) Soit M(z,y) € T. Tl existe t € R tel que (11+_t§)2 . On vérifie que M appartient
N ENE
au cercle de centre A et de rayon 1.
2t* (1—1)? 2 —1 —2t
-1 2 -1 2 _ -1 2 -1 2 _ 2 2
-1+ =1 = (g~ P+ (g — P = o) + ()

th =2+ 14487 (P41

Grer  arep
Ainsi, M € I". Donc .
Le point (2,1) appartient a I (en prenant 6 = 0).
2t*
t2

=2& 14+t2=t>< 1=0, ce qui est impossible, donc

En revanche © =

(2,1) ¢ T.
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D.
6.

()

Ainsi

Les deux courbes sont parcourues dans le sens direct (ou trigonométrique).

cf. cours

(a)

Soit  f(6) = (1 + cos(6),1 + sin(d)). f est dérivable sur [0,27] et
Vo € [0,2n], F(8) = (—sin(0), cos(d)). Ona '(0) = || F(0)| = V/(—sinf)? + (cos6)? = 1.

Done | T (6) = <_ Sme) puis N (6) (_ CF)SQ>

cos —sinf

s est la primitive de s’ : # — 1 qui s’annule en 0. Ainsi, | s(0) = 6.

L’origine du repére de Frenet est M (0).

Ona P.(0) = M(G)—l—(k—s(@))?(ﬁ) = (1+cosf@—(k—0)sinf,1+sin 0+ (k—0) cosb).

A xz(0) =14 cos — (k—0)sind
71 y(0) =1+sinf+ (k—6)cosf ’

On a donc 6 € [0, 27].

Les fonctions = et y sont dérivables sur [0, 27] par somme et produit de fonctions

dérivables.
/() = —sinf — (k — 0) cosf +sinf = (0 — k) cos 6
On v9 € [0,2n], { y'(0) = cos® — (k —0)sinf — cosf = (0 — k) sinf

i (1)) = @0 (Sng )

Les fonctions cos et sin ne s’annulant jamais simultanément, ( Eg; ) =0< 0=t

A, présente donc un unique point stationnaire : le point Py(k) = (1 + cos(k), 1 + sin(k)).

Le point Py (k) est situé sur le cercle I".

On cherche la développée comme enveloppe des normales & Ay. Les normales a A

sont les droites passant par Py (6) et dirigées par 7(6) = (:jzlsnge)

On cherche donc une paramétrisation de la développée sous la forme g(0) = P, (0)+A(6)7i(0).

, , i =N A (0 —k)cos® — A(#)cos —sinf|
On résout [P[(0) + \(0)@'(0),7i(0)] = 0, i.e. (0 — k)sing — A(0) sin(0)  cos 0

Il vient A\(0) = 6 — k, puis g(0) = (1 + cos(f), 1 + sin(6)).
‘La développée de Ay est la courbe T'. ‘
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7.

(a)
(b)

Par définition du centre de courbure, la droite (M (6)P(#)) est normale a A au point
P(0). La développée étant I'enveloppe des normales, cette droite est donc aussi
tangente & I au point M (6). Donc un vecteur directeur de cette droite est colinéaire

au vecteur 7' (6).
Il existe une fonction A, telle que : V8 € [0, 27|, M (0)P(6) = A(G)?(G).

Les fonctions précédentes étant toutes de classe C', on peut dériver toutes ces fonctions
par rapport a 6. Soit 6 € [0, 27].
—
On a OP(6) = OM(6) + ANO) T (6).
dOP _dOM  d\o  dT

a0 w Tl tw

Par définition de TT;, ZT; = ddOT//d(;g

s
dOM/d0 . —  ds
Y Pon OM©B) = ST
dsydg OLOMO) =

Par dérivation, on obtient bien :

don OP(9) = %ﬁ.

De méme, ? =

4T ds

Par la premiére formule de Frenet, e vN donc — = —
s

YN.
de de
En remplacant ces trois vecteurs dans le résultat précédent, on obtient bien :

dsp— ds dX ds

de
Les vecteur Tp et sont colinéaires, et orthogonaux au vecteur 7'. Ainsi, dans
ds dA
I’équation précédente, la composante selon le vecteur ? est nulle donc 7 + o 0
S dA
Puisque — =1, on a alors — = —1.
"~ o

Ainsi, |il existe k € R tel que A(0) =k — 6.

En réinjectant le résultat précédent dans le résultat de la question on obtient que
V0 € [0,27], P(0) = M(0) + (k — 0)T (6).
Ainsi ‘A est une courbe A;. On obtient bien le résultat voulu. ‘
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Probléme II (D’apres Mines Albi Alés Douai Nantes 2010)
Partie 1 — Etude de courbes paramétrées

. fq est dérivable sur R, en tant qu’inverse d’une fonction dérivable ne s’annulant pas. Soit

ata—l
teRy, fo(t) = e

Donc Vt > 0, f/(t) < 0. De plus, la dérivée ne s’annule qu’en 0, si a > 1.

Donc ‘ fa est strictement décroissante sur R, . ‘

(a) On a vu que f, est dérivable donc continue sur [, ainsi que strictement décroissante.

D’aprés le théoréme de la bijection,
fa réalise un bijection de [0, +oo[ sur | lizl_l fa(x), f2(0)] =]0, 1]
T—r+00

(b) Tuu = {(fa(t), fu(t)),t € I}. D’aprés la question précédente, I'y , = {(z,z), z €]0, 1]}.

Ainsi| ', , est le segment reliant O au point de coordonnées (1,1), privé du point O.

. Sion note (x1(t),y1(t)),t € I, le paramétrage de 'y et (z2(t),ya(t)),t € I, le paramétrage
de I'y 4, on a clairement : Vt € I,x1(t) = ya(t) = fu(t) et xo(t) = 11 (t) = fi(t).

Donc | I'qp et I'y , sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = =.

1 1 1 i
. Soit t > 0. fo(t) + fo(1/t) = 1+ta+1+(1/t>a - 1_|_ta+ 1j—t“'
falt) + fa(1/t) =1

. Ainsi, on a x(t) = 1 — x(1/t) et y(t) = 1 — y(1/t) donc (faire un dessin!)
M (1/t) est le symétrique de M (t) par rapport au point B(1/2,1/2).
Donc | I' privé du point M (0) = (1, 1) est symétrique par rapport a B.

at® 1 btbf 1

. On a déja vu que x et y sont dérivables sur I, avec Vt € I, (2'(t),y'(t)) = (— -

(1+t2)2" (1+1¢b)?

Il vient le tableau de variations suivant :

t 0 1 +00
' (t) 0 -
1

x(t) 1/2\
0
1 \
y(t) 1ﬂ\\\\\\‘
0
y) |0 -
Note : 2'(0) #0 sia = 1.
1
- 1 b
t) — b 1+t —t
(a) y(t) = y(0) = 1+t _ = (—) ~ t*"* — 0 car b > a. Donc I" présente
z(t) — z(0) L | L+ttt =0
1+t

une tangente horizontale au point M (0) = (1,1).
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[' admet une tangente d’équation y = 1 au point M (0).

(b) Puisque f, et f, tendent vers 0 en 400, | M (t) — (0,0).

t—4o00

t)—0 14+t
y(t) _ - ~ t*b s (Ocarb>a.
x(t) -0 140 t—+o0 t—+00

Donc I' présente une « tangente » horizontale au point limite.

Or

[' admet une tangente d’équation y = 0 au point tliin M(t) = (0,0).
—400

8. On pose h =t — 1.

1 1
fa(1+h): ==
a 1 “1(a—2
14+ (1+4h) hﬁ01+(1+ah+a(a2 )h2+a(a ()j(a )h3+o(h3)
1 1
h—>021+gh+a(a— )h2 a(a—l)(a—Q)h3+O(h3))
2 (4 ) (a—1)(a—2) (a—1)
1 a ala—1 ala—1)(a—2 a ala—1 a
= —(1—(zh+——2h? h3 —h+ —-2h?)? — (=h)3 h3
oot G = 12 )+2(2 * 4 ) 22 ) o)
1 a ala—1),, ala—=1)(a—-2),, a*,, a’(a—1) , a’ , 3
h:02(1 2h 1 2h 19 h® + 4h + 1 h h? + o(h?))
_ 1 a a,, al@—4) 4 3
503 4h—|—8h + 15 h* + o(h?).
, 1 a a , a(a®—4) 5 5
puis f“(t>t:>1§_1(t_1)+§(t_1) —i—T(t—l) +o((t—1)%)
9. En prenant la formule précédente avec a =1et b =2, on a
_ 11 1 2 1 3 3
x(t)t:@—lz(tl— 1)+§(t1— 1) +—1—6(t—1) +o((t—1)°)
_ e 212 _1)3
et y(t)t:12 2(t 1)—|—4(t 1) +o((t—1)%)

), (2) -0 (23 0 () s () e

Les vecteurs (:1?3) et G?i) sont colinéaires, et le vecteur (_1({ 16) ost linéairement

indépendant des deux premiers. Les entiers caractéristiques sont donc p =1 et ¢ = 3.

Le point M (1) est un point d’inflexion. La tangente en ce point est dirigée par

F(1) = (j@ ou encore par G)
A

10.

6 /[9]



11.

12.

13.

14.

15.

Partie 2 — Fonction définie par une intégrale

5.

"1 1
©(0) = §dt, donc | p(0) =
0

(1) = /0 %Hdt = [In(1 + )]}, puis | (1) = In(2)

1
1
0(2) = /0 R dt = [Arctant]} puis | ¢(2) =

Soit x,y € Ry, z <y, soit ¢ €]0,1].
In(¢) < 0 donc xlnt > ylnt
Par croissance de exp sur R, e?!nt = ¢* > evint — v

puis 1 +t* > 14 tY > 0. Par passage a l'inverse :
1 1

< .
1+t 1+t

1 1
1 1
Enfin, par croissance de l'intégrale / dt < / dt
o 1+1t* o L+tv

Donc ¢(x) < ¢(y).
’La fonction ¢ est croissante sur R, . ‘

Soit x et y dans R, , avec x < y. D’aprés la proposition précédente,

lp(z) — oW)| = w(y) — w(x) = /0 ! !

= dt
1+tv 1+1t*

1 1
I o —
= / + dt = / ( dt (par linéarité)
0 0

(14+t=)(1+tv) 1+t7)(14tv)

1
1
< t* — tY)dt (par croissance de lintégrale car
\/0( )dt (p g (ESGEND)
1 t:(:+1 ty—i—l !
uis t* —t)dt = —
puis [ (7=t = [ — )

1 r Yy—x
r+1 y+1 (I+2)(1+y)
<y—a(car (1+2)(1+y)>1)

o(r) — ¢(y)| </0 (" —t)dt<y—=x

Il vient bien

Soit x € Ry

D’apreés la question précédente, Vy € R, 0 < |p(x) — ¢(y)| < |y — |-

Puisque lim |y — x| = 0, on obtient, par le théoréme d’encadrement :
y—x

lo(z) — (y)] = 0. Donc ¢ est continue en z.

Puis ‘cp est continue sur R, . ‘

Soit > 0,

0
1 1 1 1 1 1
1-pa) =1~ [ grpde= [ae- [ e [-
1 t:)j

is|1— = dt
P

7/
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1+t

< 1 sur [0,1])



16.

17.

18.

19.

20.

1 x 1 z+1
t t 1
Soit & > 0. Par croissance de 'intégrale / dt < / t*dt = | 5= . On
o Lt 0 r+1°  z+1
oy 1
obtient bien la majoration / dt < .
PR Lo 1 , 1

Or, par positivité de I'intégrale : 0 < dt < et lim =

o 1+1t* r+1  aotox+1

tx

dt > 0
1+t 2o+

1
Ainsi, par le théoréme d’encadrement, /
0

p(r) —— 1

Puis, d’aprés la question précédente,
T—r+00

sont de classe C! avec Vt € [0,1], v/(t) = 1 et

) 1
Les fonctions v : t — tetv:t+—
14t

xtz‘fl
V'(t) = — 5. Par intégration par parties, on a donc :

(1+41)
t]l /1 xﬁ“ld
T4t fo (14 t)2

1 ¢

1
puis |p(z) = 3 + :U/O mdt

p(z) =1

Partie 3 — Intégrales généralisées

Soit a € R. La fonction f, est continue et positive sur [0, 4+00].

1 1
Ona fa(t) = 1+ 10 tstoo to

+oo
Or / —dt est une intégrale de Riemann qui converge si et seulement si a > 1.
1

+o0

Par le théoréme de comparaison par équivalence, fa(t)dt converge si et seulement si
1
a > 1.

1
La fonction f, étant continue sur le segment [0, 1], I'intégrale / fa(t)dt est toujours
0

convergente.

400
Donc / ——dt converge si et seulement si a > 1.
o l+te

On utilise les méme arguments qu’a la question précédente : la fonction a intégrer est
positive et
t 1

~Y

+00
1
T e et /1 t_3dt converge.
+o00 t
Ainsi, dt converge puis
A’ 1+t verse b e
t

+oo
1 2 o)
J = /0 | +t4dt = [5 Arctan(t?)]§

7
J=-.
4
La fonction ¢ + 1/t est de classe C!, strictement décroissante et bijective de R? dans
lui-méme.
du
t =1/u donc dt = 2

8 /[



t—0u—+oett— +oos u—0.

“+oo
L’intégrale / . dt converge d’aprés la question .
0

D’aprés le théoréme de changement de variable :

+o00 1 0 1 du 400 u4
alt= | At = ERTTIG
o 1+t oo L (T/u)t o (I+u)(w?)

—+o00 1 —+00 t2
uis dt = —dt
P /0 1+t /0 1+t

. Soit A > 0.
/A L /A dt dt = v2[Arctan(v2(t +V2/2))]4
o 2+V2A+1 Jo (E+2/2)2 + (V2/2)? 0
= \/§Arctan(\/§A+ 1) — \/§z SN \/‘E _ \/—Z
4 A-too 2 4
/+oo dt /—i-oo dt \/§7T
Donc ———— converge et = .
o 24+ V2A+1 o B2+V2t+1 4

. On obtient (de différentes maniéres), pour t € R, t* + 1 = (£ + /2t + 1)(t? — V2t + 1)

+o<>1_ 9 2 +o00 1 2
d’oﬁ]_\/i]+]:/ ﬂdt:/ —dt:ﬂ,
0

0 14t 14+v2t+1 4
2 2
Puisque J = %, on trouve 2]—\/_% = % puis [ = %

9/



