PT Promo 2023/2024 Mathématiques

Feuille d’exercices n°4

1.

corrigé Pour tout entier n > 1, on pose

2n+1

Up = —F/————————.
" nn+1)(n+2)
1. Déterminer trois réels a,b, c tels que

b
n+1

¢
n+2

Yn>1, u,=—+

2. En déduire que la série Zun est convergente et

n>1
déterminer sa somme. Indication : on pourra écrire
111 31
k+1 2k+1 2k+1

2. corrigé
! 1
1. Vérifier que pour tout k € N*, / th=1 dt = -
0
2. Par une majoration convenable, démontrer que
1
—£)"
/ (=1) dt — 0.
o 1+t n——+oo

(c1h
k

n 1

1—(=t)"
Su= [
k=1 0

4. En déduire que la série >, ., uj est convergente et cal-
culer sa somme.

3. corrigé Soit r €10,1[ et § € R. Pour tout entier n,
on pose u, = r"e?.

. Vérifier que pour tout n > 1,

3. On pose uy =

dt.

1. Justifier que la série Z“” est convergente et
n>0
déterminer sa somme.

2. En déduire la convergence et la somme des deux séries

suivantes:
Z r" sin(nf).
n>0

Z r™ cos(nb),

n>0

4.

corrigé Déterminer la nature des séries suivantes:

! 1 1 <1 nl)

arcsin —, — tan —, — +1 ,
nzzzl resin ;n n ; ~tn—

o n! vn+l—+/n n!

7;)62 T;J(Qn)! 7;1 n T;nin

5.

corrigé Déterminer la nature des séries suivantes:

S (1 - ng) 3 arccos (;2) >

n>2 n>1 n>0

6. corrigé Déterminer la nature des séries > u, dans
les cas suivants: (en discutant sur les parameétres):
s
U, = a—cos—, n>1
n
1 b
U, = sh——a——,n>1
n n

7.

corrigé Déterminer la nature des séries

1 1
Z nlnn Z n(lnn)?’
n>2 n>2
8. corrigé On considere la suite (v,,) définie pour tout
entier n > 1 par
1
vn*1+§+ +——Inn

et pour tout entier n > 2, on pose u,, = v, — Vy_1.
1. Démontrer avec soin que

1
~ — = 0.
" potoo  2n2
2. Quelle est la nature de la série > u,?

3. En déduire que la suite (v,) est convergente. On note
~ sa limite, appelée constante d’Euler.

4. Justifier que pour tout entier £ > 2, on a

1 /’“ 1 1
— < —dt < ——.
k= J,t ~— k-1

5. En déduire:

i
L

T =

i <lnn<

k=2

T =
>
I

1

6. En déduire que 0 <~ < 1. Pour information: v ~ 0,577.
nle™

1. Déterminer un équivalent de v,, —v,41 quand n — +cc.
En déduire la nature de la série > (v, — vn11)-

2. En déduire que la suite (v,,),>1 est convergente.

3. En déduire qu'’il existe un réel C > 0 tel que

9. corrigé Pour tout n > 1, on pose v, =In (

n n
nl o~ Cvn (7) .
n—-+oo e
10. corrigé Prouver la convergence des séries suiv-
antes:
2 ) AR 7|
= +1 = n(n+1) =
N . L e~V
11. corrigé Déterminer la nature de la série u,, = ——.
Vn

12. corrigé Soit r € C tel que |r| < 1. Démontrer, en

considérant le produit de la série géométrique par ele-

méme, que
+oo

1
Z(n +)r" = —5.
n=0 (1 a 7“)
13. corrigé Déterminer la nature des séries sivantes:
1 1
Z(—l)" sin — Z(—l)" cos — Z sin <7T\/ n? + 1) .
n>1 n n>1 n n>0
14. corrigé Déterminer la nature de la série

(="
NG

)

Zln<1+

n>2

séries numériques



1.

énoncé

3

1. Par identification, on trouve a = 5

1 — —
51 b =letc=
2. On se rameéne scrupuleusement a

la définition (indispensable dans les calculs de
sommes!). On a donc

S, = Zuk
k=1
B Z": 11 1 31
= 2k k+1 2k+2)°

Ce n'est pas une situation télescopique, mais on s’y rameéne en écrivant

111 31
k+1  2k+1 2k+1
et alors
s, _ Z 1 3 1 _§ 1
Pt k: 2k—|—1 2k—|—1 2k+2
télescop. télescop.
1 11 31 3 1
T2 2n+1 22 2n+2
o, 1,35
n—-+4o0o 2 4 47

ce qui prouve que la série est convergente et que sa somme vaut 2

2.
1. OK.

énoncé

2. Des faits suivants:

1+¢t>1
et donc )

— <1

1+t~
et

vte[0,1], [(=)" = [(=1)"t"|
tn

de I'inégalité de la moyenne

on déduit

/
/

|: tn+1

]

n+1
et on conclut par théoreme d’encadrement.
3. D'apres 1,
n n i
Su = Z(—l)k-l / £ dy
k=1 0
= / R gt
0 k=1
Or
(—1)k_1tk_1 _ (—t)k_l.

En reconnaissant alors la somme des termes d’'une série géométrique de raison —t,

n

Z(il)kfltkfl _

k=1

1— (=)

1+t

d'ou le résultat.

4. On a donc
n 1 1
1 —t)"
E Uy, = —dtf/ (=) dt
s o 1+t o 1+t
/—dt
n—>+oo 1+t

In2

ce qui prouve par définition, que la série > u; est convergente et

+
8

_1)k—1
7( 111 =1In2.

b
Il
—

/ G dt‘ </ oo

3.

énoncé



1. On a
,,,nean —

; n
(rele)
si bien que Y u, est une série géométrique de raison

0

p=re
et puisque
ol = |re”]
= |r|x ’ew‘
= r
<1

on en déduit que cette série géométrique est convergente avec

+oo ‘ 400 )

Z ,r,nezm? _ Z (7,619)”

n=0 n=0
-t
- 1—rei?

2. On
Re (r"e™?) = r™ cos(n)
Im (T"eme) = r" sin(nd)

et la convergence des séries

Z r" cos(nd),

n>0

Z r™ sin(nf)

n>0

est la conséquence du résultat du cours concernant la convergence des séries a termes
complexes

Il faut savoir retrouver un développement limité de arcsin, a

4.

énoncé

.1
E arcsin —
n

I'ordre 3 pour fixer les idées: z — arcsinz a pour dérivée x — A= et
1 1
—_— = 1—2?)"2
Tz ( )
1 1
(I4+u)"2 o 1- U + o(u)
1 1
— 23 — — (=2 2
(1=a?)F = 1= (=a%) +o(x?)

1
1+ 5:52 + o(z?)

et par théoreme d'intégration terme a terme des développements limités:

3
. r 3
o arcsin0 + = + 36 + o(z”)
3
x + ;:—6 + o(z?).

arcsin x

En particulier,
arcsinx ~ x
z—0

et en conséquence
o1 1
arcsin— ~ —2>0
n n—+oon
et par TCE des séries a termes positifs et par divergence de la série de Riemann 3 1,

on en déduit que la série Y arcsin L est divergente.
n

Z%tan%

Il faut savoir déterminer le développement limité, par exemple a I'ordre

n>1
3, de tanz = 2% |orsque x tend vers 0.

e On écrit

1 1
cosxT z—0 1 — %xQ + o(z3)
° puiS
1
= 1+u+u?+u®+o(u®)
1—wuwu—0

e si bien que

2 3
1 1 1 1
- 1 1 2 1 2 12 3
a0 +(2x)+(2x) +(2:v) + o(z°)

o Ensuite,

: L 5 3
sing = z -z + o(z?)

e et enfin

sinx 14 1, 3
sz oo <x—6x)x(l+2x>—|—o(a¢)

1 1
xx1+xx§z2—6x3x1+o(x3)

1
x+ gms + o(z?).



On a alors
tanx ~ x
x—0
et donc
1 1 1 1
— tan — ~ — X —
n n n—+o0 N n
1
= — >0

n

et par TCE des séries a termes positifs et par convergence de la série de Riemann
21>, on en déduit que la série 3~ L tan 1 est convergente.

1 n—1
Z —+1In

n n
n>2
objet x qui tend vers 1: sachant que, par exemple a I'ordre deux,

La démarche est classique en présence d'un logarithme d’un

L o 2
ol g + o(u®)

on se ramene, avec notre objet x qui tend vers 1, a I'objet w =z — 1 qui tend vers 0:

In(1 + u)

Inz=In(14+z-1).

Ici, il suffit d’écrire

si bien que

et en conséquence

1 n—1 1
—+1In ~ — >0.
n n n—+o0 2n2
Par TCE des séries a termes positifs et par convergence de la série de Riemann 3" 2,

P , . 1 -1
on en déduit que la série Z —+1In (n> est convergente.
n n

n>1
§ e—2n

n>0

On a

si bien que la série Y e™2" est la série géométrique de raison

évidemment .
— <

0<
=2

L,

cette série géométrique est convergente.

[
Z 1 0n applique la regle de d’Alembert:
(2n)!
n>0
n+1)!
[t (1)l (2n)
(27;’)! n! (2n +2)!
=  (n+1)x !
- 2n+1)(2n + 2)
_ 1
o 2(2n+1)
— 0«1
n—-+4oo
. .. n!
ce qui prouve que la série Z est convergente.
= (2n)!
Z 771—&-71—\/5 On écrit dans un premier temps
n>1

Vn+1—+vn n(1+i>—v%

1
Vnx4/l4+ = —n
n

(i)

On effectue ensuite un développement limité de

Vitz=(1+z)?

a l'ordre un au voisinage de 0:
T+a (142)3

1
1+ §$+O(£E)

1 1 1
1+-—-1 = —+4of-=-
n n—+oo 2n n

si bien que

e2

et puisque l'on a



et en conséquence

et c'est pourquoi

1
Vn+l—y/n = ﬁ<1/1+n—1>
i x o
n—-+oo " 2
B 1
- 2yn
vn+1l—+/n 1
n n—too  2n4/n
1
= > 0.
ons

Par TCE des séries a termes positifs et par convergence de la série de Riemann >~ -1,
n2

vn+1—+/n

on en déduit que la série Z est convergente.

n!
nn

!
;o n: N . N '
Pour la série E —, on cherche a appliquer la regle de d'Alembert:
n
n>1

n>1

n+1)!
T (D
o B n! (n 4 1)nt+l
nn
_ n'n,
- (n+1)n

1 1
In{1- = —
n+1 n——+o00 n+1

~()

n%:Jroo 7n—|—1
1 —-n
In{1- = 1
nn( n—i—l) n—r+00 n+1+0()

et c'est pourquoi

1
nln (1— ) — —1
n+1)n-s+x

en conséquence de quoi, par continuité de la fonction z — e en z = —1:

o (on(o- 39

—
n——+00

exp(—1)

autrement dit
Un 41 N 1

Uy n—+oo e

. 1 L n!
Puisque = < 1, la série E — converge.
e nﬂ,
n>1

2111(1732)

n>2

5. énoncé On sait que

In(l+2z) ~ =

=0
et c'est pourquoi
In (1— n12> nﬁf\jroo_% <0
Par TCE des séries dont le terme général est de signe constant et par convergence

de la série de Riemann 3~ -1, on en déduit que la série E In(1- 2) est convergente.
nz2 n

n>2
1
Z arccos ﬁ

n>1

On a arccos0 = 1 et la fonction arccos est continue en 0, si bien que

1
arccos( 2) — 1.
n n—-+oo
Le terme général de la série Z arccos [ — | ne tendant pas vers 0, la série est diver-
n

n>1
gente.



On applique la regle de d'Alembert:

n!
n>0
En+1 1
(nF1)! et n!
& en (n+1)!
_ e
N n+1
— 0<1
n——+o0o

et c'est pourquoi la série est convergente.

6. énoncé L'idée motrice est de produire un équivalent. Comme on le sait,
un développement limité peut produire un équivalent mais a condition que ce
développement fournisse une partie principale, qui est le terme non nul de plus bas
degré ce développement. |l faut donc aller suffisamment loin dans ces développements.

™
E a — COS —
n

On a

Up =

14 2 + 1
a — — ol — .
n—+00 2n?2 n2
Quel équivalent peut-on récupérer de ce développement? Quel est le terme non nul
de plus bas degré?
e Cesta—1sia—1+#0. Doncsia—1+#0,

Up ~ a—1.

n——+o0o

Le terme général de cette série ne tendant pas vers 0, mais vers a — 1, cette série

est divergente.
_ w2 " 1
U e an2 T\ R2 )

, , 2
développement dont le terme non nul de plus bas degré est 7. On a donc alors

e Sia—1=0,0na

2

—5 > 0.

N
n—+4oco 2n2

Par TCE des séries a termes positifs et par convergence de la série de Riemann
> 7%2 on en déduit que la série > u,, est convergente.

Ainsi, > u, converge si et seulement si a = 1.

1 b
ZShﬁ_G_E

Méme démarche:

Quel est le terme non nul de plus bas degré de ce développement?
e Cest —a si —a # 0; Donc si a # 0,

Uy ~ —a.

n—-+oo

Le terme général de cette série ne tendant pas vers 0, mais vers —a, cette série
est divergente.

e Sia=0,cest =Lsi1-b#0. Doncsia=0etb#1,

1-0
Un ~ —_—.
n—-+o0o n

Par TCE des séries a termes positifs et par divergence de la série de Riemann
> L, on en déduit que la série 3" u, est divergente.

eSia=0etb=1, cest ;. Doncsia=0etb=1,

1

~ —_.
n——+oo TL‘S

Par TCE des séries a termes positifs et par convergence de la série de Riemann
S -1, on en déduit que la série 3" u, est convergente.
n

Ainsi, > u, converge si et seulement sia=0et b=1.

7.

énoncé

e Soit
1

it .
fite tint

Il est clair que f est > 0 et décroissante sur [2,+oo[ donc la série en jeu et
I'intégrale O+°° f(t) dt sont de méme nature. Or, en reconnaissant

/
[5 =l
u

avec ici v =In, on a

[In |lnt|]§<

b's
1
|
5 tlnt
= In(In X) — In(In 2)

— +00.

X—+oo

L'intégrale est divergente et donc la série aussi.



e Soit 1

= .
/ t(Int)?2
Il est clair que f est > 0 et décroissante sur [2,+o00[ donc la série en jeu et

+oo
I'intégrale / f(t) dt sont de méme nature. Or, en reconnaissant
0

avec ici v =1In, on a

[ ima = 1)
o t(Int)? N Int|,
-t 1
a In2 InX
b
X ——+oco 1112

L"intégrale est convergente et donc la série aussi.

8. énoncé
1. On a

Un

1
—+1n

n

1
—+1In
n

n—1

1
— —Ilnn+In(n-1)
n
n
1

(=)
()

- - 4o
n n 2n?

1 1
+o0 ﬁ

Con?
1

~Y — .
n—-+0oo 277,2
2. Convergente par théoreme de comparaison.

3. Situation typique de télescopage: dire que la série > u,, converge signifie que

(@)

et donc

Unp,

Sn
k=2
possede une limite finie L lorsque n tend vers +oo et par télescopage,

n

Sy = Z(Uk - Uk—l) = Up — V2

k=2

4. La fonction

1
b =
t

est décroissante sur ]0,+oco[. On a donc 1 > & pour tout ¢ € [k — 1,k], d'ou
1 1
~dt> —dt =

k k k
TS

La deuxieme inégalité se démontre de la méme maniére, en partant de 1 > 1 pour
tout ¢ € [k — 1,k].

1

k

1

dt .

5. En sommant ces encadrements pour k variant de 2 a n et en utilisant la relation de
Chasles, il vient:

" nq gy

et comme une primitive de t — % est In, on obtient le résultat.

6. On a donc
| "1
Z%—lnn<O:>ZE—lnn<l
k=2 k=1
puis
n—1 n
1 1 1
k=1 k=1
et donc I'encadrement
"1
OS;E—lnng 1

et le résultat de I'énoncé est une conséquence du passage a la limite lorsque n tend
vers +oo dans cet encadrement.
9.

énoncé

1. On a apres quelques simplifications,

1
In l
e

o I ( nle™ ) I ( (n+1)lentt )
n n+l = nn\/,ﬁ (n+1)n+1\/m
n—+1

()] = e () m(e )

n

1 n 1
= —_— o] —_—
12n2 n?)’
ce qui démontre que
1
Un — Un+1

~ ]
n—-+oo 12n2

et c'est pourquoi (v,) converge vers L + vs.

du théoreme de comparaison, on déduit que la série > (v, — v,+1) €st convergente.



2. Situation classique de télescopage: dire que la série > (v, — vn,11) converge signifie

que
N

Z(Un - Un-i—l)

n=1

SN

possede une limite finie L lorsque n tend vers +oo et par télescopage,

n

SN = Z(Un - UnJrl)
n=1
= U1 —UN+41

et c'est pourquoi (v,) converge vers v; — L.

3. En notant ¢ la limite de la suite (v,), on a
nle” ’
n"\/ﬁ nH*Jgoo6

Puisque le réel C = e, comme toute exponentielle, est non nul et qu’une suite de
limite non nulle est équivalente a sa limite, on a

n

nle n\"
e L O=nl ~ C (f)
n”\/ﬁ n—+4o00 K n—+4o0 \/ﬁ e
10. énoncé
e On a
e
n?+1 N n?+1
1
n——+00 ’n,2.

La suite est classique:
— Par TCE des séries a termes positifs et par convergence de la série de Rie-
mann ° %, on en déduit que la série ) 1 est convergente.
— Du TCM, on déduit que la série 3 |u,| est convergente,
— et du TCA, on déduit que la série > u, est convergente.

e On a
sinn 1
nn+1) n(n+1)
1
n—-4oo TL2.

La suite est classique:

— Par TCE des séries a termes positifs et par convergence de la série de Rie-
mann Y -5, on en déduit que la série 3° T L est convergente.

n+1)

— Du TCM, on déduit que la série > |u,| est convergente,

— et du TCA, on déduit que la série > u, est convergente.

e Ona
11+i =v2
et donc
] = (vV2)"
"ol
En posant
(vV2)"
Un = y
n!
on a
Un+1 \/i
Up, n+1
—  0<1.
n—-+oo

Donc 3" v, converge (d'Alembert) et > u, aussi par théoreme d'absolue conver-
gence.

11.

énoncé On a

par croissance comparée. Ainsi,

e~V 1
= o\ — |-
\/ﬁ n—-+00 n?
Or Y > converge; il résulte alors du théoreme de comparaison pour les séries abso-

e Vn
lument convergentes que Z Tn
n

12. énoncé La série géométrique > 7" est absolument convergente. Le produit de
Cauchy de la série géométrique de raison r avec elle-méme est la série > w, avec

converge.

Wn,



D’apres le théoreme sur le produit de Cauchy de deux séries, la série > w, a pour

somme
+oo “+o0
" n 1 1
ZT XZT - l—rxl—r
n=0 n=0
_ 1
(=72
Ainsi,
St =
(1—r)?
n=0

La fonction z — sinz est croissante sur [0, 5] et puisque

1€ ]0,7] et que la suite n — L est décroissante, on en déduit que la suite

()

est décroissante. Etant manifestement de limite nulle, la série est convergente en
vertu du critére spécial des séries alternées.

On a clairement

™

2

COS —
n n——+oo

et le facteur (—1)™ n'y change rien: la suite

((—1)” cos i)

ne tend pas vers 0. |l en résulte que la série est divergente.

Z sin (71'\/ n2 + 1)

n>0

On a

n? 41

1
n? (1—1— n2)

On effectue ensuite un développement limité de

Vitz=(1+a)*

a l'ordre deux au voisinage de 0:

vi+z

(1+2)2

1 1
1 S 22 2
o LT 5%~ g% + o(z?)

Jiv L o= gy b1
n2 n—>_+oo 2n2 8n4

si bien que

et en conséquence

On a donc

n—+
Mais pour tout réel x
sin(nm +2) = (—1)"sinz

et on a donc

1
) ()
Ensuite, de )
_ 1.3 3
sing = - o + o(z?),

on déduit, en suivant le protocole de composition des développements limités (mise a
la poubelle des termes de degré > 3):

(5wt (5)

™
8n3

™ T 3 n 1
— —_——_——_—— — [0} e
n—+oo 2n  8nd  48n3 n3
_ ™ st o 1
n—+oo  2n 48n3 n3
et donc s
. e n nstis 1



e La série E (—1)"— est clairement convergente en vertu du critéere spécial des

Yol Ve 2n
séries alternées.
e Puisque
3 3
CpEtE|_EtE
48n3 48n3
1 T+ LS
At n 8 48
et que Z —3 est convergente, la série Z(—l) T est absolument conver-

gente et donc convergente (on aurait pu aussi évoquer le critére spécial des séries
alternées).

. Vs - . 1 L. 1
e Toujours d’apres la convergence de la série de Riemann E —, la série E (3)
n n

est convergente d’'aprés le théoreme de comparaison pour les séries absolument
convergentes.

En conclusion, la série E sin (77\/ n?+ 1) est convergente puisque son terme général
n>0
est la combinaison de trois termes généraux de séries convergentes.
14. énoncé Cet exercice comporte en fait un piége trés tentant, celui de raisonner
par équivalent. Certes, en se basant sur
In(1+w) ~ o

uU—r

on en déduit bien siir

-1)" -1)"

w1+ 50 L B

\/ﬁ n——+oo \/ﬁ
Mais cet équivalent se produit entre suites qui ne possédent pas un signe constant.
Bien qu'au membre de droite figure le terme général d'une série convergente (d'aprés
le théoréme relatif aux séries alternées), on ne peut pas affirmer qu'il en est de méme
pour le membre de gauche, car le théoreme de comparaison par équivalence ne
marche que pour des séries dont les termes généraux ont des signes constants.

Il faut adopter une toute autre démarche. L'idée est d'effectuer un développement
limité: un développement limité produit une égalité. Notre terme général sera égal a
un autre terme général (ou plutdt la somme) beaucoup lus simple a étudier.

Partant de ) .
_ o, w 3
In(1 + u) ol T + — +o(u’),
on obtient e . . - .
m (145U T e N Gl .
Vn ) notoo 2n  3ny/n ny/n

Il est clair que Y a, et > ¢, convergent d'aprés le théoréme relatif aux séries alternées
(on peut dire aussi que > ¢, converge d’apres le théoreme de convergence absolue).

La série de Riemann E e étant convergente, il résulte du théoreme de com-
n\/n

paraison pour les séries absolument convergentes que la série > d,, est convergente.
Enfin, > b, est évidemment divergente.
En conclusion, notre terme général est la somme de quatre termes, trois d'entre

eux produisant une série convergente et le quatrieme une série divergente. On en
déduit donc que la série est divergente.





