PT Promo 2023/2024 Mathématiques

Feuille d’exercices n°1

‘ Calculs algébriques, inégalités

1. corrigé Pour tous réels a et b, factoriser:
1. a3 -0 2. a®*+0% 3. 4" —b".

2. corrigé Calculer:
n+1

1L > (347 (n>3). 2.

3.

1. 22 >2

2. Va2 —1<1.
4 L 2—1
o corrigé Ecrire le nombre 3

5.

n—1
> 2 (n>2).
k=1

corrigé Résoudre dans R les inéquations suivantes:

- sous forme algébrique.
— (1

corrigé Donner un argument des nombres complexes

i
6, i+V3, ——.
’Z+\f’1+z‘

6. corrigé Donner un argument de —1 + 2i sous forme d'un
arccos, d'un arcsin puis d'une arctan.

‘Dérivées et primitives‘

7. corrigé Calculer les dérivées des fonctions f : z — ... suiv-

antes:
1 1 1

423 (x —2)3 (2x 4 4)*

8.

corrigé ldem:

142 2—x 1 )
11—z 142z 2 — 3x3
9. corrigé ldem:
1 1
- z%=.
V3r —1

10.

corrigé Ildem:

In (1+ /) arctan(1 + z°) arcsin(z?).
11. corrigé Calculer les dérivées des fonctions suivantes en
précisant le domaine de dérivabilité:

1—2x
V1i+zx

1. e(x)

22 -1

2. g(x) = arcsin 21

12.

corrigé Déterminer une primitive des fonctions f : x —
... suivantes:
1 1 4
423 (1—=x)2 1-2x °
13. corrigé Méme question:
1 1
I R S
Nz 3 —4x
14. corrigé Méme question:
T 3x T
1+22 1—22 (1+2?)
15. corrigé Méme question:
e’ 22
Te tanx.
1+ ez

16.

corrigé Par une technique du genre

X=X+1-1,
calculer les intégrales suivantes:

1 2 1

/ 721, dz, /

0o T?+1 0

17. corrigé Déterminer une primitive des fonctions f : z —
... suivantes:

rx+1 .
20 +1

—2x

. 2
ze zsin(3z) z°lnzx xarctanwm.

18.

corrigé Calculer les intégrales suivantes:

1
1
—— d =2
/04x2+1 x (poser u = 2x)
1
1
—d
/03m2+1 o
!
/ o] dz (mettre 4 en facteur)
1
1
—— d
/0x2+3 v
1
1
——— dz.
/04172+9 o

corrigé Déterminer les primitives de la fonction

fix—2V3x—1

19.

sur I = [+ ,4o00[ en effectuant le changement de variable
t=+3z—1.

20. corrigé Déterminer les primitives des fonctions suiv-
antes:

1. u(z) = =22 Indication: rechercher deux réels a et b tels
que e(z) = 125 + 15

2. e(z) = ﬁ Indication: rechercher deux réels a et b tels
que e(z) = %= + H%'

‘Développements limités, limites

21. corrigé Déterminer le développement limité en 0 a
I'ordre indiqué des fonctions suivantes:

1. In(1 +sinz) a I'ordre 4.

e
2.
cosx

22, corrigé Déterminer les limites lorsque z tend vers 0 des
expressions suivantes:

a l'ordre 3.

1 1
sin? T2
xrcosx —sinx
2- T,
3 tanx — sinx
’ xr —sinz

T
x

5. (cos2:r)z%
1 tan x
)

23. corrigé Déterminer les limites lorsque x tend vers +oo
des expressions suivantes:

e

e

B+l
(Inz)*
2. Vo +5—Vz—3
3. zteV®
4. zln (1 + 1)
x
5 1n(:c2 +1)—2Inz.

24. corrigé En utilisant des développements limités a des
ordres convenables, déterminer des équivalents des fonctions
suivantes aux points indiqués:

sinx —x
T

révisions: calculs élémentaires




e —x—1
(1 — cosz)?

. cosxr—+vV14+zxzenO

. 1n(1+1)76%+1en +00
T

en 0

1 .
— —sin — en +oo
2 2

. sh (2z) —sin(2z) en 0
1 1

. ; en 0.
r sinz

révisions: calculs élémentaires




1. énoncé

1. & —b® = (a — b)(a® + ab + b?)
2. a®+b® = (a+b)(a® —ab+ b?)
3.a"—b"=(a—b)(a"t+a"" 2+ ... +ab" 2+ ")
2. énoncé
3 23
1. Sn?2+=n—2
2n + 5 n 9
2. 2" g,
3. énoncé Rappels: pour tout réel z et tout réel positif b:

Va2 =
|| <b <= —b<az <D,
|z] >b <= < —-bouxz>h

|z,

1. Du fait de la croissance de la fonction t — +/t sur [0, +oo[ et de la positivité des

quantités z2 et 2, on a
22 >2 = V22 >2.

Or pour tout x € R, on a
Va? = x|
si bien que
2>2 = [z >V2 <= z>V20uz< V2

L’ensemble des solutions est donc

J—oc. -

2. Pour Va2 —1 > 1, il y a une préoccupation supplémentaire, celui de |'existence des
quantités en jeu: de fagon évidente, il est nécessaire avant toute chose d'imposer la
contrainte x2 — 1 > 0 pour que l'inégalité ait un sens; dans un premier temps, il est
donc nécessaire d'imposer z > 1 ou z < —1. Ensuite, pour z > 1 ou z < —1, on déduit
de la croissance de la fonction t +— t2 sur [0, +oo] que

2
ViZ—1<1 (\/x2—1) <12 e 22 -1<1

2<2 = || <V2 = —V2<z<V2

2]U[x/§,+oo[.

—
L’ensemble des solutions est donc constitué des réels x > 1 ou = < —1 Vérifiant

—V2 <z < /2, c'est a dire -
[-v2,-1]u1,v2].

2—1

3-7i

13+ 114
58

énoncé

énoncé

o Pour —6: 7.

e |i+ 3] =v4=2donc
3 1 -
i+V3=2 <{+2@'> :2<cos%+isin%) — 2¢i%
donc un argument de i + /3 est T
e Ona
i il—i) 14
T+i 144 2
donc & a méme argument que 1+ i, a savoir Z. Ou encore:
{ ) . T T
Arg <1 r ) = Arg(i) — Arg(1 +1) = 3 1-1 [27].

6. énoncé Soit # un argument de —1 +2i. On a| — 1 + 2i| = /5, donc
1
—1+2i:\/5< +z> V5e? = V/5(cosf + isin
ET ( )
donc 5
cos=———<0, sinf=-—>0
V5 5
d'ott § € |Z,m[. Puisque } m[ C [0,7] et que cos établit une bijection de [0, ] sur
[—1,1] dont I application réciproque est arccos, on a
1
0 = arccos | ——= | .
(%)

Ensuite, on ne peut pas faire fonctionner arcsin puisque arcsin renvoie un angle dans
[-%,%]. Cependant,

™
ve |z =rm-tecloz[c]-53]
€ T =T € |0 C 5’5
et alors
sin(r — 0) =sin6 2 = 6 arcsin( 2 >
m — = = — m — = R s
Vb Vb
d’ou
0 arcsin( 2 >
=T — —_— | .
V5
De méme, on ne peut pas faire fonctionner arctan puisque arctan renvoie un angle
dans |-%,%[. Cependant,



et alors 16. énoncé

9 1 2 1.2 _
tan(m — @) = tan(—0) = —tanf = —— =2 = 7 — § = arctan 2, /de - /Llldx
-1 0 $2+1 0 $2+1
1 2
do - [ER e
o \22+1 2241

f = ™ — arctan 2.

7. énoncé

! 1
1—- ——
/0( w2+1)dx

-3 3 = 1
Arh (z—2) (22 + 4)° = [z — arctanz],
™
8. énoncé = 1-7
2 -5 922
1—x)2 1+ 2x)2 2 — 3x3)2
(—of (+2p @2-3 [ty [,
7 e r = — ——— axr
9. énoncé 0 2241 o 2z+1
-3 lnx—lx; L/pgl 1
(o _ 1\2 -T2 r — 2 2 d
23z — 1)} = /0 <2x+1+2x+1> v
/ . 1 1
10. énoncé _ / <;+2 3 1) i
1 2 0 SRR
2z (1++vx) 14 (1+22)2 = [195 + lln(2m + 1)}
2z 2 4 0
: 1 1
VIt = S+ 3

11. énoncé ) . o ,
17. énoncé Dans les quatre cas, on effectue une intégration par parties:

-1 1+
L. D=-11 d(z) = — /= 1 1
) L ¢ (@) 14+2)2V1-—=x /35@‘2‘1c dr = ——ge - _e™ 24 (C

2 4
2. D=R* ¢ (z) = M(j%l) /xsin(3a:) de = —%x cos(3x) + ésin(3a?) +C
12. énoncé . . /xQInxdx = éxglnx— %x?’—i-C
82 20— —2In|1 — 2| - 1, 1 1
/xarctanx de = 5% arctanx — 57 + 5 arctanx + C.
13. énoncé
2T g(l + 308 - % 3~ A 18. énoncé Le changement u = 2z donne

_ 2 9
14. énoncé du=2dzr, 4r°+1=u"+1

-1 et v varie de 0 a 2, d'ou

1 2
1 11 1 )
A m dr = /O u2 n 1 5 du = i[arctan ’LL]O

1
In(1+ e*) 56302 —In|cosz|. =

1
3 In(1+2%) - gln(l —z?)

15. énoncé




On écrit

2
32% = (\/?:x)
et le changement u = /32 donne
du=3dx, 3z*?+1=u’+1

et u varie de 0 2 /3, d'ou

1 V3
1 1 1
031' +1 0 U+1\/§

1
= —[arctanu] a/g

V3

1
= ——arctanV3
V3
V3

= —=arctan =

V3 2

Sin 3

s
COS 3

1
= ——=arctan

3
1
V33

On écrit
puis

et le changement u = 1z donne

1
du = §dx, 2?4 =4(u?+1)

1

§,d0u

[ [l
o 2+4 T ), ™

1 1
= 3 [arctan u)?

et v varie de 0 a

1
= ~arctan -.
2arcan2

On écrit ,
4
4x2+99<§+1>

puis

et le changement u = 2z donne

2
du = gdm, 422 +9 =9(u® + 1)

et u varie de 0 a 2, d’ol

19. énoncé On écrit

et donc

On a ensuite

et

/a:\/?)xf 1dx

1 2
1 3 1
/2761;5 = / 27§d“

2
= 3 [arctan u)g

1 ; 2
= —arctan-.
6 3

3
t=Br—1 — dt——"__4q
v 2B 1 "

2 2
2 1 2
t*=3rx—-1 x:§(t +1)

1 2
xV/3x —1 dx = §(t2 +1) xtx gtdt,

1, 2
(24 1) xtx Stdt
/3(+) *3

_ 2 t*+t2) dt
9

puis on revient a la variable z:

20. énoncé

/x\/?)as—ldx =

Ol N
7N
| =
~
ot
|
W =
~
w
N~
+
Q

Bl O



1 / _ 1 '1 +x d’ol
2 -z rcosx —sinw —%a:?’
1. |2z+1 23 0 23
2. d —1In .
/e(m) T 2:61’ 1
, , B 3
21. énoncé L oS T — sin o
1z — 322 + t2® — Lat + o(a?). ) 3
2.3 _Z
2. 1+a+a2? + 22° + o(a?). oo T3
22. énoncé 3. On a classiquement
1
1. Ona tanz = x+ gl‘g +o(z?),
1 T z? —sin® x puis
sinz 2?2 #2sin’z 1.3 3
, . . N .. t — si 5
Le dénominateur est un produit: pas de probleme pour trouver un équivalent; le w = M
numérateur est une somme: on recherche un DL a I'ordre 4. @ —sinz =0 gad 4+ o(a?)
3 2 %'13 =3
r? —sin®z = 2%— (1: Ty 0(354)) 20 a8
z—0 6 .
3 N tanz —sinx
= xz—(x2—2xxxx—|—o(x4)> T —sing
6 — 3
1 4 4 z—0
- 37 +o(z7) 4. Facile!
zlnzx
= 2?sin’z ~ lx‘l— = . . ,
z—0 3 Or zInz tend vers 0 lorsque = tend vers 0 (résultat de croissance comparée) donc
et puisque sin ~z lorsque x tend vers 0, on a alors et - =1
xT
11 _ x? —sinz = n:gl'
sinz a2 22 sin® z 5. Tout d'abord,
52" 20) 5 ncos(2
o Bx et (cos2zx)=? = exp s n(cos(2z)) | .
_ ! Ensuite,
3 2
1 1 cos(2z) = 1- C0 + o(x?)
- 75]1’12 - — ﬁ z—0 2
1 = 1-22% +o(2?),
o0 3 n(1—t) = —t+o(t)
2. On a = In(cos(2z))
2 5 = —22% + o(2?),
— - 1— = 3 _ _ 3
zeosw —sinx = a:( 5 +o(z )) (x 5 +o(z )) d'ob
14 3 3
= -3 + o(z”) s In(cos(2x)) = -6+ o(1)
1 3
= xcosz —sinx ~ —gx?’ = — In(cos(2z2)) — —6.
Tr—r X Tr—r



En conséquence,

(cos2zx)=* =

exp (5 nfeos(20)) )

6. Toujours la méme démarche de conversion en exponentielle:

tan x .
1 1 sinx
() = exp (tanmln ()) = exp (— lnx> .
T T Ccos T

Or
sinx ~
x—0
cosr ~
x—0
sinx
—s ~ €T
cos T z—0
sin x
- Inz ~ zlnzx.

CoOsT z—0

Or zlnz tend vers 0 lorsque z tend vers 0 (résultat de croissance comparée) donc

23.

1. Croissance comparée: en +oco, (Inz)* est négligeable devant = et x est négligeable
devant 37, donc (Inx)* est négligeable devant ¢3*, donc la limite vaut +oo:

énoncé

e3a:+1 e3w
= X
(Inx)* N Inz)4
3x 1 4
= €eX 67 X (nx)
x x

3z 4 . . . ,
Le facteur <~ tend vers +oo en +oo et le facteur % aussi pour les raisons invoquées

ci-dessus. Ainsi,
e3x+1
——— — +o0.
(ln $)4 T—+00

2. Classique: on multiplie par "la quantité conjuguée” i.e. on utilise |'astuce suivante:

(Va—vb)(vVa+vb)

Va-vb = Va++vb
a—>b
= Varvb

(car le numérateur est de la forme (A — B)(A+ B) = A2 — B%). On a donc

(Vr+5—-vVz—=3)(Vz+5++x—3)

vr+bs-—vr—-3 =
‘ ‘ ve+5++vr—3
2
vV+5++vr—3

d’ou il ressort clairement que

ver+5—+vr—-3 — 0.

T— 00

Autre méthode: on force la mise en facteur de x dans chaque radical (classique):

D05

= VE1+2va -2
= x/ﬂ?<\/1+i—\/1—2>,

€T
le but étant de se ramener a des expressions de la forme (1 + «)® avec u voisin de 0.

Plus précisément, puisque 2 et 2 tendent vers 0 lorsque z tend vers +oo,

x

ViTE-Vi 3 =

et donc




et finalement,

VaT5-vZ-3 = \/5<\/1+i\/12>
(e VEXS
- 4
7

ce qui démontre que

ve+5—+vr—-—3 — 0.

Tr—+o0

3. Croissance comparée:

X BX 5 0.

Va >0, V8 > 0,
X —+o0

On pose X = \/x:
e VT = XX
et puisque X tend vers +oo lorsque z tend vers +oo, on déduit du théoreme de com-

position des limites et du résultat de croissance comparée ci-dessus que

zle V" — 0.
Tr— 400

4. On sait que In(1 +t)t~0t; on a donc
—

1 1
ln(1+> ~ =
T ) x—>+oo X
d'ou .
xln(l—l—) ~ xx—=1
T ) x—+oo xT
et donc
1
xln(l—i—) — 1
X r—+o0

5. Pour 2 > 0, on a 2Inz = In(z?) d'ou

ln(ac2 +1)—2Inzx

1 2 +1
= In o
Puisque
2 +1
5 — 1
x r— 400
et que
Int—0
t—1

(continuité de la fonction In en 1), il résulte du théoréeme de composition des limites
que

2
e+ 1
In~——— — 0.

X xr—+400

Ainsi,
In(z? 4+ 1) —2lnz — 0.
Tr—r+o0

24. énoncé Les équivalents ci-dessous ont été obtenus en suivant scrupuleusement

le protocole:

e en présence de produit ou quotient, on effectue le produit ou le quotient des
équivalents

e en présence de somme ou de différence, on effectue d'abord un développement
limité qui nous sert ensuite aprodire un équivalent.

1. On a
3
T
: 3
sinx = r— — + oz
z—0 6 ( )
3
. T
sinz —z = ——+4o(z®
x—0 6
. z3
sing —r ~ ——
z—0 6
. $3
sinr —x -5
eyt L 6
1’2 x—0 :L’2
1
= ——u.
6
2. On a
2
T
e = l+z+=—+o(z?
x—0
2
T
x 2
ef—1l—ax = —4ox
x—0 2 ( )
2
T
ef—1—-z ~ —
x—0 2
2
T
2
cosr = 1——+o(x
x—0 2 ( )
2
T
1—cosz = —4o(z?)
x—0 2
22
1—cosx ~ —
x—0 2
4
T
(1—cosz)®* ~
x—0 4
2
e —x—1 =
(1—cosz)2 250 =z~
4
2

[v)

8



3. En effectuant des développements limités a |'ordre 2 (il faut bien se lancer!), on a

2

- _ 2
cosr = 1 5 + o(z*)
Vi+z = (1—|—m)%
. 1 1/1 22 )
1 1
= 1+ 3%~ §1‘2 + o(z?)
2 11
cosx —vV1+zx o 1—%—1—§x+§x2+0(x2)
1 3
= 3% ng + o(z?)
1
z—0 2$

et I'on s'apercoit rétrospectivement que des développements a I'ordre 1 auraient suffi!

4. En effectuant des développements limités a I'ordre 1, on a

In(1 + w) = u + o(u)

1 1 1
In{1+4— = —+4+ol -
T r—+o00 T T
e l1+u+o

—e" +1 =
u—0

—ev +1 =

1 1 1 1 1
Infl14+—-)—e=+1 = ———+4+o|—
x r—+o0 T x x

Cette premiére tentative ne permet pas de produire un équivalent. En effectuant alors

des développements limités a I'ordre 2, on a

In(1+w)

1

In (1 + )
T

eu

—e“ +1

1
_e;_i_l

1 1
ln(1+)—ew+1

X

1
m(1+)—ei+1

X

5. On a

6. On a
sh (u)
sh (2)
sin(u)
sin(2z)

sh (2z) — sin(2x)

1
u— §u2 + o(u?)

1 1 n 1
o ao=
222 2

u 3
u 6+o(u)

83
217—%4—0(563)

83 83
21‘—&—%—21‘—&—%—1—0(363)

8
—z3 + o(2?)

3
8
3%



7. On a

—_
—_

xr sinz
sinx
sinx —x
sinx —x
sinx
rsinx

sinr —x

xsinx

8=

sinx






