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Feuille d’exercices n°9 premium

1. corrigé Dans un espace euclidien E, soit p et ¢ deux projecteurs orthogonaux.

1. Démontrer que si pour tout = € E, ||p(z)| < |l¢(x)]||, alors Ker (¢) C Ker (p).

2. Etablir la réciproque.

2. corrigé Soit E un espace préhilbertien. Pour tous vecteurs (u1,...,up) de E, on
note G(uy,...,u,) la matrice de M, (R) dont le coefficient d'indices (¢,5) est (u;, u;).

1. On suppose que la famille (uq,...,u,) est liée. Démontrer que det(G(uq,...,u,)) =0
(on pourra par exemple supposer que u, est combinaison linéaire de uy,...,u,_1).
2. On suppose que det(G(uy,...,u,)) = 0.

(a) Justifier que I'une des colonnes de G(uy,...,u,) est combinaison linéaire des autres.
Par la suite, on pourra supposer qu'il s'agit de la derniere.

(b) Démontrer alors que u, est combinaison linéaire des vecteurs uq, ..., u,_1.

(c) Quel résultat a-t-on établi?
3. Soit F' un sous-espace vectoriel de F; on suppose que F est de dimension finie p et

que (eq,...,ep) est une base de F. Soit z € E. En écrivant z = u+n avec u € F et
n € F+, démontrer que

_[det(G(eq, ..., ep, 7))
d(z, F) = \/ det(G(e1,...,ep))

produit scalaire premium




1. énoncé
1. Soit = € Kerg; il s’agit donc de démontrer que = € Kerp. Or g(z) = 0, donc ||¢(z)|| = 0
et comme |jp(z)|| < |l¢(z)|, on a aussi ||p(z)|| = 0 c’est a dire p(z) = 0 i.e. x € Ker p.

L’inclusion est donc démontrée.

2. Rappelons que p étant une projection orthogonale, on a /'inégalité de Bessel:
vz € B, [lp(x)|| < [l=]].

En effet, on écrit x = x; + x5 avec z; € Im p et x5 € Ker p; alors par définition d'une
projection, p(x) = z; et par définition d’une projection orthogonale, on a z; 1 z5. On
peut alors appliquer le théoreme de Pythagore:

2 = ller + @2l* = [lza | + [lz2)* = 21|,
(car ||z2]|? > 0), ce qui démontre que ||z||? > ||p(z)|*. Cela étant, on écrit
T =21+ T2, T =] + Y
avec z1 € Imp, x5 € Kerp, 2} € Im ¢, 2f, € Ker g, si bien que
p(x) =21, q(z) = 2.
On a
rh =z — 1)
et comme par hypothése Ker g € Kerp, on a x, € Ker p et donc z — 2} € Ker p. En
conséquence, p(xz — z}) = 0 et donc, par linéarité, p(z) = p(z}). Du rappel ci-dessus
appliqué a z7, on a
Ip()] < =1

c'est a dire

o) < llg()]|
p(z), le résultat s'ensuit.

et comme p(x))
2.

1. La famille (uq,...,u,) étant supposée liée, c’est que I'un des vecteurs (au moins) est
combinaison linéaire des autres; quitte a les permuter, on peut supposer que u, est
combinaison linéaire de uy,...,u,—1: il existe des scalaires oy, ..., a,_1 tels que

énoncé

Up = Q1U] + ... + Qp_1Up_1-

Examinons la derniere colonne de G(us,...,u,). Son premier coefficient (i =1, j = p)

est (u1,up), c'est a dire
<U1, ajuy + ..+ Oépflup,;L)

ou encore
g (ug,ur) + .. apo1(Ur, Up_1).

De la méme maniére, le deuxieme coefficient (i = 2, j = p) vaut

o (ug, ug) + ...+ ap_1 Uz, up_1)

et le dernier coefficient (i = p, j = p) vaut
a1 (Up, ug) + ...+ ap_1(Up, Up—1)

et on voit que la derniere colonne C, de G(uy,..
premieres C1,...,Cp_1:

.,up) est combinaison de ses p — 1

Cp =o1C1 +...+ ap,le,l.

La matrice G(uy,...,u,) comporte donc une colonne qui est combinaison d'autres

colonnes: elle n'est pas de rang p, donc non inversible, et c'est pourquoi
det(G(uq,...,up)) =0.

2. C'est la réciproque de la propriété précédente: si det(G(ui,...,u,)) = 0, c'est que
G(uq,...,up) n'est pas inversible; elle n’est donc pas de rang p et c’est pourquoi I'une

de ses colonnes est combinaison des autres.

3. Quitte a permuter les vecteurs, on peut supposer la derniére colonne de G(uy, ...
est combinaison des autres: il existe donc des scalaires a,...,a,_1 tels que

s Up)

Op =oC1+...+ ap_le_l.

C'est donc que I'on a, au niveau du premier, puis du deuxiéme ... et jusqu'au dernier
coefficient de cette colonne

(ur, up) = aq(uq, ur) + ... + ap_1 (U1, up_1),

(ug,up) = a1 (uz,uz) + ...+ ap_1(uz, up_1),

(up, up) = a1 (Up, ug) + ... + op_1 (Up, Up_1).
Ou encore, en "dé-développant” les produits scalaires qui figurent dans les membres
de droite:

<U1, Up> = <U1,011U1 + ...+ ozp_lup_1>,

(ug, up) = (Ug, U1 + ... + Qp_1Up_1),

(Up, Up) = (Up, @1UT + ... + Qp_1Up_1)
et en faisant tout passer a gauche:

<u17up - (a1u1 + ...+ apflup71)> = 0’
<u2,up - (O£1u1 + ...+ O‘p—lup—l» =0,

<up7up - (061U1 +...+ ap—lup—1)> =0.

Le vecteur u, — (a1us + ... + ap_1up—1) @ donc un produit scalaire nul avec u;, avec
ug, ..., avec u, donc, par bilindrité du produit scalaire, avec tout combinaison des

vecteurs uq, ug, ...u, et donc en particulier avec lui-méme! C'est a dire: le carré de



la norme du vecteur u, — (aus +. ..+ ap_1up—1) est nul; c'est la preuve que ce vecteur
est nul i.e.

Up = QU1 + ... + Qp_1Up_1,

ce qui démontre que u, est combinaison linéaire des vecteurs ug,...,up_1.

4. On a donc établi que det(G(uq,...,
est liée.

up)) = 0 si et seulement si la famille (uq,...,u,)

5. Par définition, on a alors p(z) = u et par théoreme, d(z, F') = ||z — p(z)|| et donc
d(x, F) = |[n].
Ensuite, on a

G(el,...,

(e1,e1)

ep,x) =Gler,...,ep,u+mn)

(e1,ep)  (e1,utn)

(epren)  (epiusn)
(u+tmn,ep) (utn,ut+n)

(epre1)
(utn,e1) ...

Onanlwu,nlus, ..., nLlu, etdonc

(e1,u+n) = {e1,u) + {e1,n) = (e1,u)

<€p7u+n> = <€p7u> + <ep’n> = <€pvu>7

et puisque u L n, on a d'apres Pythagore:
(utn,utn) = llutn)?=lul® + o]
Ainsi,

(e1,e1) ... {e1,ep)

<617u>
Gler, v epustn) = (eprep) (e:u)
(usep) lull+ln)?

(el,;eﬁ
(u,e1) ...

Par ailleurs, rappelons que le calcul d'un déterminant est une opération multilinéaire
par rapport aux colonnes (par rapport aux lignes aussi), ce qui signifie que si Cy,...,C,
sont les colonnes d'une matrice M et que la colonne C,, s'écrit comme une combinaison
C, =aK, + SL,, alors

det(Cl, ceey On—h Cn) = adet(Cl, ey Cn—h Kn)
4 Bdet(Ch, ..., Coy, L)
Par exemple,
a1 b1 aki+pl a1 b1 k1 ay by £y
as by aks+pBls | = (¢ | az by k2 +/B az by L2
a3z bz ak3+pl3 asz bz ks az bz {3

En décoposant alors la derniére colonne de G(uq,...,u,,z) on obtient alors

(e1,e1) ... (er,ep) {e1,u) (er,e1) ... (er,ep) 0O
Gley,....ep, =] . . . : I
(61 €p U+n) (epse1) - {€prep) (€py) (ep,e1) ... {ep,ep) 0O
(we) oo (u,ep) ull? (uer) - (u,ep) lInll®
Le premier déterminant n'est autre, par définition, que det(G(eq,...,ep,u)). Puisque

u € F = Vect(e,...,ep), lafamille (e1,...,ep, u) est liée est alors det(G(eq, ..., ep,u)) =0
d'aprés 1. Enfin, en développant le deuxieme déterminant par rapport a sa derniére
colonne, on voit qu'il vaut exactement

|n||? det(G(eq, . . ., ep))-

[In||? det(G
det(G

Ainsi,

aep))

(e1,...,€p))

6,,, 61,... _ ||’I’LH
)

det(G(el, N
det(G(el7 .

d'ou le résultat.





