PT Promo 2023/2024 Mathématiques

Feuille d’exercices n°10

1. corrigé Soit u I'endomorphisme de R?, muni de son
produit scalaire canonique, défini par

w:¥=(2,y,2) = (y + az,z + b,z + cy)

ol a,b, c sont des constantes. Pour quelles valeurs de q,
b et c I'endomorphisme u est-il une isométrie vectorielle?
Répondre de trois fagons:

1. par transformation de la base canonique en une base
orthonormée,
2. par conservation de la norme,

3. par considération de la matrice M de u dans la base
canonique.

2. corrigé Soit (a,b,c) € R3 et
a 2 1
A= 1 -1 =2 b
-2 c¢ =2

et f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a
A. Déterminer les réels a,b,c de fagon que f soit une
isométrie de R3.

3. corrigé Soit E un espace vectoriel euclidien et a un
vecteur non nul de E. On considére sur E I'application

s, définie par s,(z) =z — 2§Z7§§a pour tout x € E.

1. Démontrer que s, est un endomorphisme de E.

2. Démontrer de deux facons que s, est un isométrie vec-
torielle:

e en démontrant que s, conserve la norme,
e en démontrant que s, conserve le produit scalaire.

3. Calculer s,(x) dans les cas suivants: z =a, z 1 a. En
déduire la matrice de s, dans une base orthonormée dont
le premier vecteur est ”Tltﬂa.

4. En déduire que est la

(Vect(a))*.

Sq réflexion d’hyperplan

4. corrigé Soit f un isométrie vectorielle d'un espace
euclidien E et F' un sous-espace de E. Démontrer que
FES) = f(F)*

5. corrigé Soit M une matrice symétrique et P une ma-
trice orthogonale. Montrer que la matrice P~'MP est
symétrique.

6. corrigé Soit A € M,(R) une matrice inversible
vérifiant AAT = AT A. Démontrer que la matrice Q =
(AT A est orthogonale.

7. corrigé Déterminer la nature et les éléments car-
actéristiques des endomorphismes f et g de R? suivants:

1

L. f:(2y) = g (4o + 3y, 32 — 4y)
1

2. g: (z,y) — g(4x — 3y, 3z + 4y).

8.

corrigé Soit

1 -2 6 3
-3 2 —6

et f I'endomorphisme de R? canoniquement associé.
Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f.

9. corrigé Soit
1 7T -4 -4
-4 -8 1

Préciser la nature et les éléments caractéristiques de
I’endomorphisme f de R3 canoniquement associé a A.

10.

corrigé Soit

Préciser la nature et les éléments caractéristiques de
I'endomorphisme f de R? canoniquement associé a A.

11.

corrigé Déterminer a € R pour que

-2 6 -3
A=al| 6 3 2
-3 2 6

soit la matrice d’'une réflexion. Préciser alors cette

réflexion.

12. corrigé Déterminer la matrice, dans la base canon-
ique de:

1. de la réflexion s de plan P d'équation =z +y — 2z =0,
2. du retournement p d’axe Vect(1,—1,1),

3. de la rotation r d'axe dirigé et orienté par «
%(1,1,—1) et d'angle %.

13. corrigé Soit f I'endomorphisme de R? canonique-
ment associé a la matrice

-2 2 1
A=-1-1 -2 2
-2 -1 -2

1. Démontrer que f est une isométrie vectorielle de R? et
déterminer Ker (f — I3). Que peut-on en déduire?

2. On pose g = —f. Démontrer que g est une rotation; en
donner son axe orienté D et son angle 6.

3. En déduire, en raisonnant dans une base convenable,
que f est la composée r o s de la rotation d'axe D et
d'angle 6 + « par la réflexion par rapport au plan D+.

14. corrigé Soit

2 -1 -1
-1 2 1
-1 1 2

A:

1. Justifier |I'existence d'une matrice diagonale D € M3(R)
et d'une matrice orthogonale P € M;3(R) telles que
D = PT AP puis déterminer de telles matrices.

2. En déduire qu'il existe une matrice symétrique R €
M3(R) a valeurs propres positives telle que R? = A.

15. corrigé Soit A € M, (R) une matrice symétrique et
f 'endomorphisme de R™ canoniquement associé a A.

1. Justifier l'existence d'une base orthonormée B
(e1,...,e,) de vecteurs propres pour f.

2. Démontrer alors I'équivalence des propriétés suivantes:

1. pour tout u € R", (f(u),u) >0

2. toutes les valeurs propres \q,... )\, de f sont > 0.

matrices symétriques, isométries vectorielles




1. énoncé

1. u est une isométrie si et seulement si u transforme la base canonique, qui est or-

thonormée, en une base orthonormée. Or

u@ = (0,b,1)
uw()) = (1,0,¢)
u(k) = (a,1,0).

On voit clairement que
lu@I = [lu(DI] = [u(k)| =1 <= a=b=c=0

et qu’alors . B
(u(@),w(7) = (u(@), u(k)) = (u(7), u(k)) = 0.

Ainsi, u est une isométrie si et seulement si

a=b=c=0.

2. u est une isométrie si et seulement si v conserve la norme, donc si et seulement si

pour tout ¥ = (z,y,z), on a

[u(@)[| = [|7]].
Or
lw@)|? = (y+a2)*+ (z+b2)* + (x +cy)?
= 221+ 4+ 921+ 2) + 22(1 + a?) + 2cxy + 2bzx + 2ayz
et on a donc |[u(?)|| = ||7]| pour tout ¥ si et seulement si

22(1+0%) + (1 + ) + 22(1 + a?) + 2cxy + 2bzx + 2ayz = 22 + y? + 22

donc si et seulement si pour tout (z,y,2) € R3,
220% + 2 + 2%a® 4 2cay + 2bzx + 2ayz = 0.
Ceci doit se produire en particulier pour
r=1y=2=0,

ce qui conduit a
puis lorsque
ce qui donne

et enfin pour

d'ou
a=0.
Ainsi, u est une isométrie si et seulement si
a=b=c=0.

qu'avec la premiere approche.

2. énoncé Au moins 2 approches:

(u(7), u(k))

0
M=1b
1

3. Soit M la matrice de u dans la base canonique:

o O =
S = 2

Puisque la base canonique est orthonormée, u est une isométrie si et seulement si M
est une matrice orthogonale, donc si et seulement si les colonnes de M sont de norme
1 et deux a deux orthogonales, ce qui aboutit exactement aux mémes contraintes

e u est une isométrie si et seulement si u transforme la base canonique, qui est
orthonormée, en une base orthonormée. Or

%(aa _17 _2)
12,-2,0)
(1,b,-2).

1

§(a2 + 5)

1

5(02 4+ 8)

1

§(b2 +5)

1
520 —2c+2)
1

%(—21)—204—2)

si bien que f est une isométrie de R? si et seulement si

%(a2+5):1
H+8)=1
s +5)=1
2a —2¢+2=0
a—b+4=0
—2b—2c+2=0



donc si et seulement si 1. Pour tous vecteurs z,y de E et tous scalaires o, 3:

a’® =4
sa(azfy) = ax+ By -— 2W
a,a
=1 '
L et gy 20+ Bl
b2 =4 (a,a)
(a,x) (a,y)
= aflx—2 a |+ -2 a
20 —2c+2=0 ( <aaa> 6 Y <a7a>
= asq(x) + Bsaly),
a—b+4=0 . . o . -
ce qui prouve que s, est linéaire; enfin, il est clair que s,(xz) € E comme combinaison
2 —2c+2=0 de vecteurs de E, ce qui prouve que s, est un endomorphisme de E.
2. e Rappelons que pour tous vecteurs y, z de E:
donc si et seulement si ) ) )
W% ou ae 9 ly+zl17 = llyll® + llzlI" + 2{y, 2)
ly =21 = llyl*+ lI211* = 2(y, 2)-
c=1louc=-1 On a donc, pour tout z € E:
b=2oub=-2 2 2 (a,z) o (a, )
“ = 2~ a2 — 2(z, 2
Isa(@)I? =l + 22 el 24z 270 vl
20 —2c¢+2=0 et comme
a0 IAall* = A2l (Aa,a) = Aa, @) = Allall?,
on a
—2b—2c+2=0. (a,z)? (a, )
2 2 ) 2 )
a = 4 -4 )
Isa(@)? = o] + 422755 all® = 4720 (s )

On voit immédiatement que L1, L, et Ly sont compatibles si et seulement si
et comme ||a||?> = {(a,a) et (x,a) = (a,z), on obtient

a=-2,c=-1 2 2
ool = P + 47 - a2 2)
que L, L3 et Ly sont compatibles si et seulement si e ’ ’
a=-2,b=2 ce qui démontre que s, est une isométrie.

, e ) Lo . e Pour tous vecteurs z,y de E:
et qu'alors Lg est satisfait Ainsi, u est une isométrie si et seulement si

a=—2b=2 c=—1. <5a(x)35a(y)> = <IE - 2<a’a> ) <a7 a>

et par bilinéarité du produit scalaire, on obtient

(a,y)

{a,a)

{a, )

{a,a)

e Puisque la base canonique est orthonormée, u est une isométrie si et seulement
si A est une matrice orthogonale, donc si et seulement si les colonnes de A sont
de norme 1 et deux a deux orthogonales, ce qui aboutit exactement aux mémes
contraintes qu'avec la premiere approche.

a2

et en utilisant a nouveau la bilinéarité du produit scalaire:

(z,y) + (x, —2 a) + (-2

(50(2), 50 (9)) = (.5} — 2329 (2 ay — 280 (g 4 ¢ gSBDNEH)

3. énoncé (a,a) (a,a)




et on voit que tous les termes du membre de droite s'annulent, sauf (z,y), ce
qui donne finalement:

(sa(@), 5a(y)) = (2,y)
et démontre que s, conserve le produit scalaire et donc que s, est une isométrie.
3. Ona

= a-— (a,a)a
sala) = 2((1,(1)
= a—2a=—a

et lorsque = L a, on a {(a,z) =0 et alors s,(z) = z. Par linéarité, on a alors
CORE

So | 7@ = 5
“\lla] el

En notant (ej,e,...,e,) cette base orthonormée (avec e; = 1-a), on a donc

lall

sqe(e1) = —er
Sa(e2) = ea,...
sa(en) = é€n

et la matrice de s, dans cette base est la matrice diagonale

-1 0 0
D— 0 1
S
0 0 1
4. 1l est immédiat que
D*=1,
si bien que
s2=1Id

et donc s, est une symétrie. Rappelons de maniere générale que dans une symétrie
s par rapport a un sous-espace A et parallelement a un sous-espace B qui sont
supplémentaires, les vecteurs de A sont invariants:

Yo e A, s(v)=v

et ceux de B sont transformés en leur opposé:

Ici, puisque (es,...,e,) est une base de H = Vect(a)* et que I'on a

sal(e2)

€2

Salen) = en

on en déduit que s, laisse invariants tous les vecteurs de H:
Yv € H, s(v) =w.
Enfin, de
sa(a) = —a

i.e. les vecteurs de H' sont transformés en leur opposé, on en déduit que s, est la
symétrie orthogonale par rapport a H (et donc la réflexion d'hyperplan H).

4.

énoncé

e On montre que f(Ft+) C f(F)*. Pour cela, soit y € f(F*') i.e
z € F+; montrons que y € f(F)* i.e. que y est orthogonal
z€F. Ona

(z) avec
(z) avec

LYy =
a tout

f
f

{y, f(2)) (f(2), f(x))

(z,z) (car f conserve le produit scalaire)

0 car z € F* alors que = € F.

CQFD dans ce sens.

e On conclut en montrant que les sous-espaces ont la méme dimension, grace au
fait que f conserve les dimensions en sa qualité d'automorphisme.

5. énoncé On a donc M7 = M et P~! = PT et alors, sachant que la transposition
renverse |'ordre des facteurs:

(P'mP)" = PTx M x(P7Y)T
P71 x M x (PTYT

P lx MxP,

ce qui démontre que P~ M P est symétrique.

6.

énoncé Quelques rappels:
e si M et N sont des matrices carrées inversibles de méme taille, alors
(MN)"'=N"1x M,
e pour toute matrice carrée inversible M,
(™)

()"

e pour toutes matrices M, N (dont les tailles sont compatibles avec le produit
matriciel),

Vv € B, s(v) = —v.

(MN)T = NT x M7T.



De A AT = AT A, prenons |'inverse des deux membres:
(447) " = (a4
et donc avec les rappels:

(A7) T x ATt =
= (Afl)TAfl

A7 x (AT
Afl(Afl)T
i.e. A=l commute avec sa transposée. On a alors

ATxQ = ((A™HT4)" x (4 HT4A
= [AT x A7 x [(A7HT 4]
= ATx(A?'x@AHNHA
AT x (AHTx A H A
= (AT x (A7) x (A74)
et comme

(Afl)T _ (AT)

)

on obtient
AT xQ = (AT x (4T)7") x (a71a)
= I, x1I,
= In7

ce qui démontre que Q est orthogonale.

7.

1. La matrice de f dans la base canonique est

1(4 3
M_5(3 4)'

C’est une clairement matrice orthogonale de déterminant —1. Ainsi, f est une symétrie
orthogonale par rapport a une droite D. D'aprées les propriétés des symétries,

énoncé

D = Ker (f —1d)
et apres calculs, on trouve
Ker (f —Id) = Vect(3,1).

Ainsi, f est la symétrie orthogonale par rapport a la droite D = Vect(3,1).
2. La matrice de g dans la base canonique est

)

M =

(S =

C’est une clairement matrice orthogonale de déterminant 1. Ainsi, f est une rotation
et son angle 6 vérifie

56 = sinf) = —.
cos , sin 5

S O

Puisque cosf > 0 et sind >0, on a § € |

,Z,0], intervalle sur lequel on peut appliquer
la fonction arcsin (ou arccos). Ainsi,

. (3
arcsin | —
5
4

= arccos | = |.
5

8. énoncé A est orthogonale (vérification par les colonnes), donc f est une isométrie
vectorielle. On calcule
Ker (f —Id) = Vect(2,3,0).

Puisque c’'est une droite, on en déduit que f est une rotation, que I'on va orienter et

diriger dans le sens du vecteur unitaire @ = \/%(2,3,0). Notons # son angle. On sait
d’apres le cours que

Tr(A4) -1

e cosf = (ou Tr est la trace),

—

e sinf = [@, 7, f(¥)] (produit mixte), oli 7 est un vecteur unitaire orthogonal a .

Choisissons le vecteur @ = (0,0,1). En utilisant A, ou en remarquant tout simplement
que v est le troisieme vecteur de la base canonique et qu’en conséquence, son image
est codée par la troisieme colonne de A, on a

£(@) = %(3, _2._6).

On obtient alors
cosf = —

o

w

sinf =

Puisque sinf > 0, 0 € [0, 7], intervalle sur lequel cos et arccos sont en bijection. On a

donc
0 = arccos fg
= =)

9. énoncé A est orthogonale (vérification par les colonnes), donc f est une isométrie
vectorielle.

e Premiére approche. On calcule Ker (f — Id) et on trouve le plan P d'équation
z+2y+22=0.

Le sous-espace vectoriel constitué par les vecteurs invariants de f étant un plan,
on déduit du cours que f est la réflexion de plan P



e Deuxiéme approche. On remarque que A est symétrique, ce qui a pour

conséquence

AT = A.
Mais

AT = A7
puisque A est orthogonale; c’est donc que

A=A"1
i.e.

A2 = IB7

ce qui caractérise les symétries. Ainsi, f est une symétrie, soit par rapport a un
plan (réflexion), soit par rapport a une droite (retournement). Dans une base
adaptée (e1, ez, e3) a la décomposition

RE=FoF*t

N

ou
F =Ker (f —1d)

(vecteurs invariants), f serait représenté

— dans le premier cas par la matrice

car F aurait pour base (ej,e3) et e3 pour F+
— et par la matrice

1 0 0
D=0 -1 0
0 0 -1

dans le deuxieme cas car F aurait pour base e; et (ez,e3) pour Ft.

Dans un cas comme dans l'autre, A et D représentent f et sont donc semblables
et ont alors méme trace. Mais

Tr(4) =1

alors que
Tr(D) = -1

dans le deuxieme cas. C’est donc qu'on est dans le premier cas, celui d'une
réflexion.

Apres calculs, on trouve que Ker (f — Id) est le plan P d'équation
4+ 2y+22z=0.

On en conclut que f est la réflexion de plan P.

énoncé A est orthogonale (vérification par les colonnes), donc f est une isométrie

vectorielle.

e Premiére approche. On calcule Ker (f —1d) et on trouve la droite
D = Vect(1,1,1).

Le sous-espace vectoriel constitué par les vecteurs invariants de f étant une
droite, on déduit du cours que f est une rotation. Orientons et dirigeons |'axe D

de cette rotation suivant le vecteur unitaire @ = %(1, 1,1). Notons 6 son angle.

On sait d’apres le cours que

Tr(A) —1 N
e cosf = % (ol Tr est la trace),

e sinf = [@, 7, f(¥)] (produit mixte), ol 7 est un vecteur unitaire orthogonal a

—

u.

Choisissons le vecteur

1
7=—(1,—1,0
\@( )
En utilisant A:
1 (1 1 (1
Ax —=|-1| =—
2\ o V2 g
on en déduit que
1
¥) = —(—1,1,0).
f() \/é( )
On obtient alors
sinf =0
cosf = —1

et donc # = 7. Ainsi, f est la rotation d'axe orienté et dirigé par @ = %<17 1,1)
et d'angle w, c'est a dire le retournement d'axe D = Vect().

e Deuxiéme approche. On remarque que A est symétrique, ce qui a pour

conséquence

AT = A
Mais

AT _ A71
puisque A est orthogonale; c'est donc que

A=A"1
i.e.

A2 = 137

ce qui caractérise les symétries. Ainsi, f est une symétrie, soit par rapport a un
plan (réflexion), soit par rapport a une droite (retournement).

Dans une base adaptée (ej,ez,e3) a la décomposition R? = F @ F*+ ou
F = Ker (f —1d) (vecteurs invariants), f est représenté



1 0 O
— dans le premier cas par la matrice D = [0 1 0 | car F a pour base
0 0 -1
(e1,e2) et ez pour F+
1 0 0
— et par la matrice D = [0 -1 0 | dans le deuxieme cas car F a pour
0o 0 -1

base e; et (eq,e3) pour F*.

Dans un cas comme dans |'autre, A et D représentent f et sont donc semblables
et ont alors méme trace. Mais

Tr(4) = -1

alors que
Tr(D) =1

dans le premier cas. C'est donc qu'on est dans le deuxieme cas, celui d'un
retournement.

Aprés calculs, on trouve que Ker (f — Id) = Vect(1,1,1). On en conclut que
f est le retournement d'axe Vect(1,1,1) .

11. énoncé Les colonnes sont déja deux a deux orthogonales et elles sont de norme
1 si et seulement si [a| =1 et a =1 oua=—1.
eSia=1 on trom,/e que Ker (f —1d) est le plan P d'équation —9x + 6y — 3z =0
et f est alors la réflexion de plan P.
e Si a=—1, on trouve que

Ker (f —Id) = Vect(—3,2,—1).

Les invariants de f forment une droite, donc f n'est pas une réflexion. Notons
alors que f est une rotation.
Mais comme A est symétrique et orthogonale, on a

AT =4
et
AT _ A—l
ce qui donne
A=A""1
ou encore
A% =,
c'est a dire
fof=1Id.

Ainsi, f est une symétrie et c'est donc le retournement d’axe Vect(—3,2,—1).

12. énoncé

1. Plusieurs méthodes sont possibles.

e Premiére méthode. Soit @ = (z,y, 2) € R3. Notons

si bien que

D = Vect(1,1,-2)

D = pt.

On sait alors que @ s'écrit de maniére unique

—

U =1+ U, U EDP,tryeD

et puisque D = Vect(1,1,—2), @ s'écrit sous la forme

Mais alors

et puisque

d'ou I'on déduit

puis

i € P

(
(

U = 1_[14’/\(1,1,72), i€ P, AeR

@1+ (A A, —2)).

U €P <= u— (M, -2\)eP

i = 4— (A —=2))
= (xf)\,yf)\,erQ)\),

(x=ANy—Xz+2)\)eP

1ot

A= 6(x+y—2z)

x—)\y A, z—|—2/\)

1
x — x—!—y 22),y— =(x +y—22),2+

6

A1, 1, -2)

1
6($ +y— QZ)(la 1a _2)

(s

<)
fin

I
¥

W=/

xTr —

@\[\D

2z —y+2z,—x 42y + 22,22 + 2y — 2).

2
(@+y—22),y— c(e+y—22), 2+

(=N +@Wy—=N—-2(z4+2)\)=0

%(x +y — 22))

1 2
(x +y—2z2), 6(:10 +y— 22), —g(sc +y— 2z)>

%(z +y— 22))



On en déduit la matrice M de s dans la base canonique (7,7, k): il suffit de calculer
avec cette formule

s(®) = s(1,0,0)
_ (212
3 3’3

s(7) = s(0,1,0)
_ (122

- 373’3

s(k) = s(0,0,1)
_ (221

- \3'3 3

et d'écrire ces vecteurs verticalement. Ainsi,

1 2 -1 2
Mzg -1 2 2
2 2 -1

e Deuxiéme méthode. Dans une base orthonormée By = (é1,é>,¢3) de I'espace ou
(€1,6>) est une base orthonormée de P, la matrice D de s est

1 0 O
D={(0 1 0
0 0 -1

puisque c'est la traduction du fait que

s(er) = é
s(€2) €
s(és) = —é3
— On prendra bien siir .
€3 = —6(1,17—2),
vecteur unitaire normal a P.
— Posons
5 = 2 (1,-1,0).
ST
C’est un vecteur orthogonal a &3, donc dans P, et unitaire.
— Posons
€ = e3Ne
= Lo,
BhTh

C’est un vecteur unitaire, orthogonal a €3 donc dans P, et orthogonal a é;
c'est pourquoi (€1,€5) est libre et constitue une base de P qui est du coup
une base orthonormée de P.

— Ainsi,
By = (€1,é5,€3)

est une base orthonormée de |'espace et alors D est la matrice de s dans Bj.

En notant M la matrice de s dans la base canonique (la matrice recherchée
donc), on a d’apres les formules de changement de base

D=Q'MQ,

ol @ est la matrice de passage de la base canonique a la base By, c'est a dire

1 _ 1 1
Vi v
e e
0 -5 %
On a donc
M = QDQ™!
= QDQ"

car (Q est une matrice orthogonale (ce que I'on constate effectivement) en tant
que matrice de passage d’'une base orthonormée a une autre base orthonormée.
On calcule alors

o Troisitme méthode. Rappelons ces deux résultats du cours (p. 142 et p. 260):

— Soit E un espace vectoriel,

*x A et B deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires:
E=AoB,

* p la projection sur A et parallelement a B,
* s la symétrie par rapport a A et parallelement a B.
* Alors

s=2p—1dg

i.e. pour tout vecteur v € F,
s(v) = 2p(0) — 0.

— Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n, H un hyperplan de E,
7i est un vecteur unitaire, normal a H et p la projection orthogonale sur H.
Alors

St

Vi€ B, p(v) = 7 — (#,7)



On en conclut qu’ici, en notant p la projection orthogonale sur le plan P et

un vecteur unitaire au plan P, on a

VT = (2,y,2) € R, 5(7)

( ) —2x ! (x+y—22)x ! (1,1,-2)
= x,Y,z) — —=\T — &z A
g Ve V6
1
= (:U,y7z)—g(ac—l—y—2z,x—|—y—22,—2x—2y+42)

1
3

et dans la mesure ou |'on retrouve la méme formule qu’avec la premiéere méthode,
on conclut de la méme facon.

2z —y+2z,—x + 2y + 22,22 + 2y — 2)

2. Dans une base orthonormée By = (&1,é>,¢3) de |'espace ou (&)) est une base or-
thonormée de D, la matrice D de p est

1 0 0
D=|0 -1 O
0 0 -1

puisque c'est la traduction du fait que

p(€1) = €1, p(e2) = —¢éa, p(€3) = —¢€5.
p(er) = é
p(é2) = —é
p(é'g) = —53.
e On prendra bien siir
1
el = —= 17_1a1 )
| \/g( )
vecteur unitaire qui dirige D.
e Posons )
& = —(1,1,0).
= J5(L1.0)
C’est un vecteur orthogonal a & et unitaire.
e Posons
€3 = €1Né
1
= —(-1,1,2).
N
C’est un vecteur unitaire, orthogonal a é; et a é,.

e Ainsi,

By = (€1, €2, €3)
est une base orthonormée de I'espace et alors D est la matrice de p dans 5.

En notant M la matrice de s dans la base canonique (la matrice recherchée donc), on
a

D=Q 'MQ

d’'aprés les formules de changement de base, ou  est la matrice de passage de la base
canonique a la base By, c’est a dire

11 1
(o
CClvE o ou
n 0 %
On a donc
M = QDQ !
= QDQ"

car () est une matrice orthogonale (ce que I'on constate effectivement) en tant que
matrice de passage d'une base orthonormée a une autre base orthonormée. On calcule
alors

L[ -2 2
M=g|-2 -1 -2
2 -2 -1

3. Dans une base orthonormée directe B, = (4, v, w) de I'espace, la matrice R de r est

1 0 0
R=10 cosf —sinf
0 sinfd cosf

avec f = %: c'est le théoreme fondamental sur les rotations. On a donc

1 0 0

S P
0 3 1
2 3

e Posons

1
7=—(1,-1,0).

V2

C’est un vecteur orthogonal a @ et unitaire.



e Posons

Des propriétés du produit vectoriel,

est une base orthonormée directe de I'espace et alors R est la matrice de r dans
Bo.

En notant M la matrice de r dans la base canonique (la matrice recherchée donc), on
a

D=Q 'MQ

d'aprés les formules de changement de base, ou Q est la matrice de passage de la base
canonique a la base By, c'est a dire

1 1 _ 1
. I
W e,
- 0 %
On a donc
M = QDQ™!
= QDQ"

car () est une matrice orthogonale (ce que I'on constate effectivement) en tant que
matrice de passage d'une base orthonormée a une autre base orthonormée. On calcule
alors

1 2 2 1
M=--1 2 -2
-2 1 2

13.

énoncé

1. On vérifie sans peine que A est une matrice orthogonale, si bien que f est une
isométrie vectorielle de R? et apres calcul, on trouve

Ker (f —1d) = {0},
ce qui démontre que f n’est ni une réflexion, ni une rotation.

2. Evidemment, g est toujours une isométrie vectorielle de R?, puisque

Vi eR?, lg@l = |- @)
= /@l

=9l

Par le calcul, on trouve
Ker (g — Id) = Vect(w)

avec
1

U \/5(1, 1,1).
Puisque Ker (¢ — Id) est une droite vectorielle, on en déduit que g est une rotation.
Dirigeons et orientons son axe par le vecteur @. Notons 6 son angle. Dans la mesure
ol g est représentée par —A, on a d'apres le cours

Tr(—A)—1
cosf = BEA-L 2)

sin§ = [@, U, g(7)]

ol ¥ est un vecteur unitaire et orthogonal a #, de notre choix, comme le vecteur

1
7= —(1,1,0).
\/5( )
On trouve alors
gl
COSU = 2
puis on calcule
1 0
—A><i 1 1 1
V2 \y 2 \1
et en conséquence
1
7) = —(0,1,1),
9(7) \/5( )
si bien que
1 1
1ol
(i@, T, g(7)] = VA VRV
VR
S BN DR U
3 V2 V2 1 0 1
1 1
= —XxXx-=x3
V32
_ V3
2
De
cos@z%
sinf = 73,
on déduit immédiatement
9:



3. Soit B = (€1, é,,€3) une base orthonormée directe (par exemple, celle du 2) et s la
réflexion par rapport au plan
DJ— = Vect(é'g, 6?3)

Dans la mesure ou, par définition,

8(51) —51
8(52) = 62
8(53) = €37

s est représentée dans la base B par la matrice
-1

0 0
A=|10 1 0
0 0 1

alors que g est représentée dans cette méme base B par la matrice

1 0 0
R=10 cosf —sinf
0 sinf cosf
si bien que f = —g est représenté dans cette méme base B par la matrice
R = -R
1 0 0
= — |0 cosf —sinf
0 sinf cosf
—1 0 0
= 0 —cosf sinf
0 —sinf —cosf
Un calcul immédiat donne
1 0 0 -1 0 0
RxA = 0 cosf —sinf | x 0 1 0
0 sinfd cosf 0 0 1
-1 0 0
= 0 —cosf sinf
0 —sinf —cosf
= —R’
ce qui est la preuve que
f=ros.

14.

énoncé

1. Puisque A est symétrique a coefficients réels, I'existence de D et P est assurée par
le théoreme spectral.

o Les valeurs propres de A sont 1 et 4 et Ker (A — I3) est le plan d'équation

—r+y+z=0.

e Puisque les sous-espaces propres sont orthogonaux, Ker (A — 4I3) est la droite
dirigée par (-1,1,1).

e Une base orthonormée de vecteurs propres (@, 7, w) s'obtient donc:
— en prenant un vecteur unitaire du plan —x +y + 2z = 0, comme

1

’J: %(1, 1,0)7
vecteur propre associé a la valeur propre 1,
— le vecteur )
U7 - %(71, 1, 1),
vecteur propre associé a la valeur propre 4,
— le vecteur
v = WAU
- 4 (—1,1,-2)
\/6 3 ) )

vecteur propre associé a la valeur propre 1 car ¢ est orthogonal a w, donc
dans le plan —z +y + 2.

On a donc
D = PTAP
avec
1 0 O
D = 01 0
0 0 4
1 1 1
V2 NG V3
p - |+ L
- V2 V6 V3
0 _ 2 1
NG V3

2. Deux approches possibles.

e Méthode de ['algébriste linéaire chevronné. C'est une situation archi-classique
ol la résolution d'une certaine équation impliquant une certaine matrice, ici A,
est ramenée a un probléme concernant une matrice qui lui est semblable, en
I'occurrence la matrice diagonale D.



La matrice
1 0 0
A=10 2 0
0 0 2
vérifie manifestement
A2=D

et a ses valeurs propres > 0. En conséquence,

R = prAP!
4 1 _1
3 3 3
_ _1 4 1
- 3 3 3
_1 1 4
3 3 3
vérifie
R? = pA?p!
= PDP'=A

et comme R est semblable a A, elle a les mémes valeurs propres qu’elle et sont
donc > 0.

o Méme méthode, mais plus développée. En termes d'endomorphismes canonique-
ment associés, la méthode est naturelle.

— Notons f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a la matrice A.

— Soit R une matrice 3 x 3 et u I'endomorphisme de R? canoniquement associé
a la matrice R.

— On sait alors que R? est la matrice, dans la base canonique, associée a
I'’endomorphisme u? (c'est a dire uwou) si bien que

R*=B «— u’>=F
— Maintenant, soit A la matrice de u dans la base de vecteurs propres de f
B = (i, 5, ).
Des formules de changement de base, on a
A =P AP
Puisque f est représenté par la matrice diagonale D ci-dessus, on a
uw=v < A’=D

si bien que le probleme

R>’=B

est ramené au probleme

A* = D
1 00
= 0 1 0
0 0 4
et ce probléeme admet la solution triviale

1 0 0

A=|10 1 0

0 0 2

et il suffit maintenant de remonter a R:
A=P'RP = R=PAP!
et en conclusion, la matrice
R=PAP™!
vérifie
R? = A.
C’est la méme matrice R que ci-dessus et on conclut donc de la méme facon.

15.

énoncé

1. Puisque A est symétrique a coefficients réels, il existe une matrice diagonale D et
une matrice orthogonale P telles que D = P~'AP. Soit B = (ey,...,e,) la base de
R™ dont les vecteurs ont pour composantes les colonnes de P, de sorte que P est la
matrice de passage de la base canonique a la base B si bien que d'apres les formules
de changement de base, D est la matrice de f dans B. Puisque D est diagonale, les
vecteurs (eg,...,e,) sont des vecteurs propres de f.

2. C'est un résultat du cours: f étant représenté dans la base canonique de R™ par une
matrice symétrique, il existe une base orthonormée B = (ey,...,e,) de R™ constituée
de vecteurs propres de f.

3. Raisonnons en deux temps.

e Supposons pour tout u € R”,

(f(u),u) = 0.

Soit A une valeur propre de f et v un vecteur propre associé; on a alors
F(v) = Xv

et par hypothese,




<f(v)7v> = (Av,v)
= Xuv,v)
Allv]l®.

C'est donc que
Aol> >0

et comme v n’est pas le vecteur nul (en sa qualité de vecteur propre), on a
[v]]* >0
et en conséquence \ > 0.
e Supposons que toutes les valeurs propres
A,

de f sont toutes > 0. Soit u un vecteur que I'on décompose dans la base or-
thonormée de vecteurs propres (eq,...,e,):

U =uiey + ...+ uneé,.

En supposant que e; soit associé a la valeur propre \q,..., e, associé a la valeur
propre )\, i.e.

fler) = Me

f(en) = )\n €n,

on a par linéarité

f(u) = ulf(el) +...+ Unf(en)

= wuiMe] + ... +up\nen-
Ainsi, les composantes de u dans la base orthonormée (ey,...,e,) sont
(w1, ..., up)
alors que celles de f(u) sont
(AU, -y Aplip)-
D'aprés un résultat du cours, la base B étant orthonormée, on a alors
(flu),u) =ug X AMug + ... + up Aty

et donc

Au? 4 Al
> 0

(f (), )

puisque les \; sont > 0 ainsi que les u?. L'équivalence est établie.





