PT Promo 2023/2024 Mathématiques

Feuille d’exercices n°3

‘ Nature par le calcul

1. corrigé Déterminer la nature des intégrales impropres suiv-
antes et calculer leur valeur en cas de convergence:

+oo 1 +oo 1 +oo
/ dt / ——_dt / te™" dt
0 t+2 o (2t +3)? 0
+oo
/2 cost / ln—tdt / 1 .
smt t—1
corrigé Méme question:

1 1 “+oo
/ ig, dt / S — / te™"" dt
o t4 o (1-1) 0

2.

sint teo ] dt
Vcost o 3t242

3.

corrigé Méme question:

| oo g
/ / t2e 73 gt / ——dt
o Vit 9 tint
Int 1
— dt dt.
/o Vit /2 t(Int)?

corrigé On considere I'intégrale impropre

+oo 1
I = — dt.
/1 irm &

1. Déterminer des réels a,b, c tels que

4.

1
t(1+2)

bt + ¢

vVt € R*, T

=24
Tt

2. Démontrer alors que I est convergente et calculer T.

‘Nature par théoréme de comparaison‘

5. corrigé Déterminer la nature des intégrales impropres suiv-

antes:
—+o0 2 +oo 1 1 +oo _—t
/ cos2 t i, / n(t+1) dt. / e
1 t 1 t 0 t

/1 arctant dt. /’“X’ arctant it
0 3 0 3

6.

corrigé Méme question:

+oo0 .2 z
/ x4 +1 dz /2 In(sint) dt
0 41 0

7. corrigé Méme question:

i —+o0
1
/COStdt / - at
o t Lo 14t

+ooesint +oo 1
[T [T
1t Lt D)VEE—T

8. corrigé

+oo 1
/ S
0 t2 + sin+/t

T gin?u
5 du
0 u

/+o<> 1
0o x+af

1. Etablir la convergence de l'intégrale

+oo 1
[:/0 (z+ 1)(z +2) dx

2. Calculer I en recherchant deux réels a et b tels que

1 _a " b
(x4+1D)(x+2) z+1 z+2

‘Formule de changement de variable

9.

corrigé Etablir la convergence et calculer I'intégrale

+o0 1
f:/o Tro2 @
10.

1. Par une majoration convenable, établir la convergence de

+oo 2
I= / e ¥ dx.
0

2. Pour tout réel a > 0, établir la convergence de l'intégrale

+oo P
/ e " dx
0

et exprimer sa valeur en fonction de a et I.

11.

1. Prouver la convergence et calculer I'intégrale

corrigé

corrigé

1= —dt
| =

dz (o < ).

2. Au moyen du changement de variable ¢t = 1, prouver la con-
vergence de |'intégrale

“+o0
1
J = S —
1 zd — g3
et la calculer.
12 corrigé Soit I = " _ dz
1 zvx2 —1

2
Démontrer que I, = / dx est convergente.
1

1
V-1
En déduire que I est convergente.
Calculer I en posant t = 1
Calculer I en posant t = v/z2 — 1.
Calculer I en posant t =z + V2 — 1.
Calculer I en posant z =cht.

SR wnhd =

‘ Intégration par parties‘

13.

prouver la convergence et calculer I'intégrale I = /

14.

1. Etablir la convergence de I'intégrale

+oo 1
['IL = / o, AN 11
o G

2. Pour tout n > 1, établir une relation entre I,, et I,,_1.
2
(2n)

22n+1(n|)

Intégrabilité

15. corrigé Prouver la convergence des intégrales suivantes:

+oo +oo +o0 .
t . t
/ ﬂ dt, / e " sin(2?) dz, / Lz dt.
1 0 o t1+1?)
16. corrigé Déterminer la nature de l'intégrale
I
0 x4+ 1

17. corrigé A l'aide du théoréme de comparaison pour les
fonctions intégrables, établir la convergence des intégrales

corrigé A I'aide de la formule d’'intégration par parties,
+oo

ze “dx.

corrigé Soit n € N.

dx.

3. Démontrer alors que I,

— l) sinz dx.
T

suivantes:
oo 2 T Ing T Ing
/ e " dx, / — dx, / — dz.
0 1 €T 1 z?
’ intégrales impropres




18. corrigé Méme question:

+oo 400 400 : —3x
—a? o sinz X e
/ zle™® dm,/ x"e “Jsmxda:(neN),/ ———dx.
0 0 0

et — e~

19. corrigé

1. A I'aide de la formule d’'intégration par parties, démontrer la
convergence de l'intégrale

+oo s
J:/ s1ntdt.
1 t

T°° sin¢

dt?

2. Qu'en est-il de I'intégrale I :/

0
3. Pour tout réel a # 0, établir la convergence de I'intégrale

/+°° sin(at) dt
0

t
et exprimer sa valeur en fonction de I.

20. corrigé Pour tout n € N, on considere |'intégrale impro-

oo
pre I :/ z"e ¥ dx.
0

1. Etablir la convergence de I,, pour tout n € N,

2. Pour tout n > 1, établir une relation entre I,, et I,,_;.

3. En déduire la valeur de I,,.

intégrales impropres




I =1. Diverge. Diverge. Diverge (séparer parties réelle

1. énoncé Diverge. I = .

et imaginaire).

2
2. énoncé I =4. Diverge. T=1 T=2 T="28 (324+2=2 ([ﬁt] +1> et

changement de variable).
1

3. énoncé I =2. I =Z. Diverge. I = —4 (intégrer par parties). I = 5.
4. énoncé
1 _ 1 t
1. t(14+t2) — t 142"
2. Ona
X X
1 1
———dt = |lnt—=In(1+¢2
/1 t(1+12) 2 ( ) 1
t 1
= In——+=-In2.
2+1 2
Puisque
t t 1
1/t2+1t~>+oo\/7‘/-72_ ’
on a .
lnﬁt—?oolnl = 07
ce qui prouve la convergence de I et donne I = 11In2.
5. énoncé
. 2 . . e, T cos?t
1. La fonction t — <5t est définie et continue sur [1,+oo[: I'intégrale I = / 4
1

n'est donc impropre qu’en +oco. Pour tout ¢t > 1,

cos?t
t2

1
t72.

0< <

—+o0
1 > L .
Or / I dt converge (référence) donc I converge par théoréme de comparaison par

1
majoration des fonctions a valeurs positives.
In(t+1)

t

I'intégrale I

2. La fonction ¢ est définie et continue sur [1,+oo[:

/+°° In(t+ 1)

; dt n’est donc impropre qu'en +oco. Pour tout ¢ > 1,

In2

In(t+1) _ In2
t

>
P Z

> 0.

e : e , - .
Or / n dt diverge (référence) donc I diverge par théoréme de comparaison par
1

3. La fonction t — et;t est définie et continue sur ]0,+oo[: l'intégrale I = /

+oo —t
€
—dt
O t
est donc impropre aux deux bornes.

L +oo —t
o FEtude de / GT dt. Pour tout t > 1,

1

—

t

0<-<1 =

+oo —t

+oo t

e e R

Or / e~ " dt converge (référence) donc / - dt converge par théoréme de
1 1

comparaison par majoration des fonctions a valeurs positives.

—t

1
e Etude de/ ert. On a
0

et 1

—_— A~ —

t t—0t

1 11—t
1 . srs e . PR
Or / : dt diverge (référence) donc / - dt diverge par théoreme de compara-
0 0
ison par équivalence des fonctions a valeurs positives.

En définitive, I diverge.
Larctant
0 t
n'est donc impropre qu'en 0. On produit classiquement un équivalent de f : ¢t — arctant
au voisinage de 0 par I'intermédiaire d'une développement limité, lui-méme obtenu par
la formule de Taylor-Young a I'ordre 1:

J(6) =, 1(0) +£(0) +o(t)

dt

4. La fonction t — 2<tant est définie et continue sur ]0, 1]: l'intégrale I =

et puisque f'(t) = H% on a f'(0) =1 et aussi f(0) =0, d'ou
arctant = t+o(t) = arctant ~ t
t—0 t—0
et c'est pourquoi
arctant t
t  ts0t

Ainsi, la fonction ¢ —» 2ttt est prolongeable par continuité en 0 en attribuant la
valeur 1. Des lors, I existe en tant qu’intégrale d'une fonction définie et continue sur
un segment.

5. La fonction t — 2r<tant est définie et continue sur ]0,+ool:

I'intégrale I

400
arctant .
/ — dt est donc impropre aux deux bornes.
0

tant ., . , (2
e T o intégrale existe (étude précédente).

majoration des fonctions a valeurs positives.

1
o Etude de /
0 t



arctant .
T 3¢, On sait que

7 +OO
o Ftude de/
1

™
arctant —> —
t—+oo 2

et c'est pourquoi

~

arctant o~
t—+oo 2

(typique en cas de limite finie non nulle). On a donc

arctant

SINE

~J
t t——+o00

o0 arctan t

+oo
Or / — dt diverge (référence) donc / "

comparalson par équivalence des fonctions a valeurs positives.

dt diverge par théoreme de

En définitive, I diverge.
6.

1. La fonction =z —

+oo
A

énoncé

z241 =

- Ve
s} I'intégrale I

est définie et continue sur [0,+oo[:

241 , . ,
T dx n'est donc impropre qu'en +oco. On a
T

2

2?41 x= 1
2%+ 1 a—+oo x4

x2

400 1
Or / —; dt converge (référence) donc I converge par théoreme de comparaison par
x

1
majoration des fonctions a valeurs positives.
2. La fonction t +— In(sint) est définie et continue sur |0

s

,Z] car sint > 0 pour tout

t € ]0,Z]: lintégrale I = /02 In(sint) d n'est donc impropre qu'en 0. On va prouver

que
In(sin t) ~ lnt

non par composition d'équivalents (abso/ument interdit) mais de la maniere suivante:

smt t+ o(t).
Ce développement limité est une égalité entre deux fonctions: on peut donc " prendre”

le In des deux membres:
In(sint) = In (¢t +o(t))
t—0

et suivant une technique bien connue ("la loi du plus fort”: on met de force le terme

prépondérant en facteur),

In(sint) In (¢[1 + o(1)])

Or, par définition,
14 0(1) — 1
t—0
et en conséquence
In[l+o0(1)]—Inl=0
t—0

alors que
Int — —o0.
t—0
Ainsi, In[1 + o(1)] est négligeable devant Int:
1
n[l+ o(1)] 0
Int t—0

et c'est pourquoi, par définition de la notion d'équivalent:

Int +1In[1 + o(1))] Koot Int.

En définitive,
In(sint) ~ Int.
t—0

1

Or Int dt converge (référence) donc I converge par théoréme de comparaison par
0

équivalence des fonctions a valeurs positives.

. 1 e . )
3. La fonction ¢ — Fran s est définie et continue sur ]0,+oo[:

I'intégrale I

+oo
1 .
/ ————— dt est donc impropre aux deux bornes.
0o t2+sinvt
. 1 1
e Etude de/ ————dt. On a
o t2+sinvt
sinu = u+ o(u),
d’ou
sinVt = Vt+o(Vt)
t—0+
et donc
2 +sinvt = 2+ Vt+o(Vt)
t—0t
mais de facon évidente,
t2 = o(\Vt)
t—0t
si bien que
24sinvt = Vi+o(Vi)
t—0t

et en conséquence,

t2+sin\/f ~ \/1?
t—0+

1

Or / —- dt converge (référence) donc / dt converge par théoreme

0 o t24sinvt

Int+ In[1 4 o(1))].

de comparaison par équivalence des fonctions a valeurs positives.



, +oo 1
e Etude de/ ———— dt. De facon évidente,
1 2 4+ sin v/t
i t
‘sinﬂ’ <1 sinvi
t2 t—400
En d'autres termes,
sinvt = o(t?)
t—4o0
et c'est pourquoi
2 +sin\/i ~ 12
t——+o0
Ainsi,
1 1
12 + sin V/t t—+oo 127
O +oo 1 f +oo 1
r — dt converge (référence) donc / ——— dt converge par
12 ge ( ) 1 t24sinvt ge P

théoréme de comparaison par équivalence des fonctions a valeurs positives.

En définitive, I converge.

7.

énoncé

™
1. La fonction ¢ — <L est définie et continue sur ]0,7]: I'intégrale I = / %dt n'est
0

donc impropre qu'en 0. On a

cost ~ 1 =
t—0 t

1

Or

1 . iy . s .

n dt diverge (référence) donc I diverge par théoréeme de comparaison par
0

équivalence des fonctions a valeurs positives.

2. La fonction ¢t est définie et continue sur ]—oo,+oo[: lintégrale I

_1
1+t4
+oo
— dt est donc impropre aux deux bornes.
/ 1+ ¢4 prop
, to 9
e Etude de/ ——dt. On a
0 1+t4

1 1
1+ t4 =400 td

“+oo 1 +oo 1

Or / 71 di converge (référence) donc / T dt converge par théoreme
1 1

de comparaison par équivalence des fonctions a valeurs positives et puisque

! _— : : o :
T dt en tant qu'intégrale d'une fonction définie et continue sur un seg-
0

+o0o
ment, ——— dt est convergente
/0 144 &

0
o Ftude de/ Ldt. La fonction
oo L4

t— L
144

+oo
est paire. Il est alors immédiat que la convergence de / TTa dt entraine la
0

0
1
convergence de / dt.

oo L4

En définitive, T converge.

sin? u

du

+oo
3. La fonction u — S‘Z# est définie et continue sur |0, +oo[: I'intégrale I = / 5
O ,L[/

est donc impropre aux deux bornes.

Lsin?u

du. On a

e Etude de /

0

2’LL u2

~ —:1

w2 u—0 u2

. .2 2 Sin
sImu ~ u=—SsSm-u ~ U —
u—0 u—0

. . . 2 . - s -
Ainsi, la fonction u — *35* est prolongeable par continuité en 0 en attribuant la
-2

1
N s u
valeur 1. Des lors, /
u2
0

du existe en tant qu’intégrale d'une fonction définie

et continue sur un segment.

Goo .2
z sin“ u
o Ftude de / 5— du. Pour tout v > 1,
1 u
< sin® u < 1
0= w2 T o2’
+o0o 2

sin” u £
du converge par théoreme

+oo 1
Or / —; dt converge (référence) donc 5
1 u u

de comparaison par majoration des fonctions a valeurs positives.

En définitive, I converge.

+Ooe sint

12

sin t
esSin

12

4. La fonction ¢ — est définie et continue sur [1,+oc[: 'intégrale I :/ dt
1

n'est donc impropre qu’en +oo. Pour tout ¢ > 1,

esint - e
2 =2

sint<1l = eM<el=e =

+oo 1
Or / 2 dt converge (référence) donc I converge par théoréme de comparaison par
1

majoration des fonctions a valeurs positives.




5. La fonction ¢ — est définie et continue sur ]1,+o0[: l'intégrale I =

1
(t+1)VE2—1

/+oo L dt est donc impropre aux deux bornes
1+ D)VEE -1 '
+o0 1

o Etude de/ dt. On a

2 (E+DVE2-1

t+1 t

t——+oo
alors que
t2—1 ~

t—+oo

t2

ce qui entraine:
t2—-1 ~ V2=t
t——+o0

en conséquence de quoi

1 1
(t+ )VEE —Ttotootxt (2
O “+00 1 f d +oo 1
r — dt converge ré érence onc ——— dt converge ar
/2 t? ge ) /2 (t+1)VE2—1 ge P

théoréme de comparaison par équivalence des fonctions a valeurs positives.

2
. 1
o Ftude de /— dt. Puisque
1+ 1)vVE2 =1 a
t+1—2,
t—1
on a
t+1 ~ 2.
t—1

D'autre part,

2-1=/(t+1)t—1)=vVt+1xVt—1.

Puisque
t+1 ~ 2,
t—1
on a
VE+T ~ V2.
t—1

En conséquence,

1
N R —
=192 x /2 x V/E— 1

2
Du théoreme de comparaison par équivalence, on déduit que /

————dt
1+ D)V -1
2
1 n "
et /7 dt sont de méme nature. Or on peut trouver la nature cette derniere
1vVE—1

en se ramenant a la définition i.e. par du calcul intégral: pour a > 1,

dt=[2i=1], =2-2/a-1—2,
a—

[

2

ce qui prouve, par définition, la convergence de / dt. Ainsi,
qui p p g N
2
1
—————— dt converge.
/1(t+1)\/t21 &
En définitive, I converge.
6. La fonction z +— waiwﬂ est définie et continue sur ]0,+oco[: l'intégrale I =

—+00
1 .
/ perp; dx est donc impropre aux deux bornes.
0o TV+x

, too
e Etude de / ——— dx. Puisque a < 3, on a
1 oz +af
@ _ B
v z~>+ooo(x )
En conséquence,
1 1
«a B B _ - ~ =
Tt w—>+oox T 4+ P z—+co 8’

+oo
Puisque / —5 dx converge si et seulement si 8 > 1, on déduit du théoreme
1 :L'

+oo

de comparaison par équivalence que / per:; dxz converge si et seulement si
1 T T

8 >1.

1
2 1 .
e Etude de / ——— dx. Puisque 8> a, on a
0 T« + xP

? = o(z%).
z—0

En conséquence,

1 1
2 4a2f ~ Y = — N~ .
z—0 xa—f—xﬂ z—0 %

1
Puisque / — dx converge si et seulement si a < 1, on déduit du théoreme de
0o T

1
comparaison par équivalence que | ———— dx converge si et seulement si o < 1.
o+ af

0 X X

En définitive, I converge si et seulement si a <1 < 3.

8.

énoncé



1. (x + 1)(z 4+ 2) ne s'annule pas sur [0,+o0[, donc l'intégrale n'est impropre qu'a la

borne +o0o et
1 1

(z+ 1)(z + 2) o—too 22

ce qui assure la convergence ce dx par comparaison, puis la con-

400 1
/1 (z+1D)(z+2)

vergence de I, puisque |'intégrale existe (fonction continue sur un segment) sur [0, 1].

2. On trouve a =1, b= —1 puis

X 1 X7 1
[ [ ()
0 (@+1)(z+2) o \z+1 z+2

X+1

B .
IIX+2

—

1 1
n-— —In-=1In2.
2X—>+oo 2

Ainsi, I =1n?2.

Formule de changement de variable

9. énoncé I n'est impropre qu'en 400 et |I'équivalence

1 1
14 522 2—+o0 522

prouve, a l'aide du théoreme de comparaison et le fait que l'intégrale de Riemann

[ s
1 2

converge, que I converge. Pour le calcul, on écrit

2
522 = (\/5x)
et on réalise le changement de variable v = v/5z.

Approche recommandée. En posant v = /5z, on a

du = V5 dx
1 1 1 1

T = dr = X —
1+ 5z2 1_|_(\/g$)2 1+u? V5
r=0=—u=0, z—+00=—u——+x0

du

si bien que d'apres la formule de changement de variable, I est de méme nature que

1 [T 1 J
= — —— du
V5 Jo 1+ u?

et ces intégrales sont égales en cas de convergence.

J

X g .
du arctanu
/o 14+ u? [ o
= arctan X
T
_> J—
X —+oo 2

1 m
J=—x—=.
Vb2
C'est pourquoi I est convergente
1 s
I=—x—.
NG

Avec la formule rigoureuse du cours (a ne pas lire obligatoirement).

Rappel. Il faut toujours introduire I'application (la "machine”) qui "fabrique”
I'expression de |'ancienne variable, ici z, en fonction de la nouvelle variable, ici .

Puisque ici, on a
1

NG
on considérera donc |'application ¢ : u — %u Il faut ensuite trouver l'intervalle que
doit parcourir la nouvelle variable u pour que z = p(u) parcourt l'intervalle d'intégration
initial [0,4+00[. Cela s’obtient par considératon de ¢~ !: on a u = ¢~ '(z) = Vb5z et
I'intervalle recherché est I'intervalle ¢! ([0, +o0]); il est clair que lorsque z parcourt
[0, +oo[, ¢~ (z) = Vb parcourt [0, +oco[. L'intervalle recherché pour u est donc [0, +oco].

uw=Vbr < z = U,

— i{)u est une bijection strictement croissante
de [0, +-o0[ sur [0,400[ et on a ¢'(u) = —.

Formellement, l'application ¢ : u
Ainsi, en notant

1
fizw 71+5x2’
on a 1 1 1
flo(w)e' (u) = I X == E P
1+5(%u> V5 VEltu

et en cas de croissance, la formule

+o0o +oo
/ f() da = / Fo®)g'(¢) dt
0 0

Too 1 1 [T 1
[P .
0 1+5x \/3 0 1+U

donne ici



On poursuit ensuite comme ci-dessus:

b's
1
/ ——— du = [arctan u]y = arctan X
o 14+u?
ono 5
et par définition on a donc
“+oo
1 0
d —.
/0 1+uz ™72
Finalement
I= L x T
V52
10. énoncé

1. L'intégrale n'est impropre qu'a la borne +oco. Pour tout réel z > 1, on a

2

r>1l=’>r=— —2’< —z=¢7% <e®

+oo
et puisque l'intégrale / e " dx est convergente (référence), il résulte du théoreme
1

“+oo
. . . . N ‘e 2
de comparaison par majoration des fonctions a valeurs positives que / e™ ™ dx est
1
. . 2, S . .
convergente. Enfin, la fonction z — e~*" étant définie et continue sur le segment [0, 1],

1
T 7 p— 2 . Y .
I mtegrale/ e”® dx existe. Des lors, I existe.
0

2. Pour le calcul, on écrit
ar® = (\/695)2

et on réalise le changement de variable u = \/ax.

Approche recommandée. En posant u = \/azx, on a

du = +Vadz
e dr = ef(\/aa”)2 dx
2 1
= 67“ X % du

puis
r=0=u=0, x— +4+o00= u— +oo.
D’apres la formule de changement de variable, I(a) est de méme nature que

/+°° —e oy L
e X — du,
0 va

c'est a dire convergente d'apres 1, et de méme valeur en cas de convergence. On a
donc
+o0 +oo
2 2 1
/ e % dx / e X —du
0 0 \/E
va

1
Avec la formule rigoureuse du cours (a ne pas lire obligatoirement).
Rappel. 1l faut toujours introduire I'application (la "machine”) qui "fabrique”
I'expression de I'ancienne variable, ici z, en fonction de la nouvelle variable, ici w.
Puisque ici, on a

u=+ar = = —=u,

1
Vva
on considérera donc I|'application ¢ : u ﬁu. Il faut ensuite trouver 'intervalle que
doit parcourir la nouvelle variable u pour que = = ¢(u) parcourt I'intervalle d'intégration
initial [0, +oco[. Cela s'obtient par considératon de »~!: on a u = ¢~ !(z) = ax et
I'intervalle recherché est I'intervalle ¢! ([0, +oc); il est clair que lorsque z parcourt
[0, +00], ¢~ () = v/ax parcourt [0, +oo[. L'intervalle recherché pour u est donc [0, +oc|.
L4 est une bijection strictement croissante

a

Formellement, I'application ¢ : u

de [0, +o0[ sur [0, +oco[ et on a ¢'(u) = ﬁ Ainsi, en notant

frx— ef‘”ﬂ,
on a ( )2 . .
= e (F) L L
Pl () = e - = e
et en cas de croissance, la formule
o0 +oo
| t@an= [ s wa
donne alors
/+oo o p 1 /+oo 2 p
e X = — e U
0 \/6 0
_ I
= 7

11.

1. L'intégrale est impropre a la borne 1.

énoncé

e Premiére méthode. Le changement de variable
u=1-t

transforme I en

1
J:/—du
0o Vu



N

que |'on sait étre convergente (Riemann) et d’apres la formule de changement
de variable, ces intégrales sont alors égales. On calcule

1
| mm = v,
- 2-2Jz
Q) 2.
Ainsi, par définition,
J=2
et alors
I = J
= 2.

o Deuxiéme méthode. On se raméne a la définition: on calcule

r 1 x
dt = —2v1 -1t
/O 1—-¢ [ ](]
= 2-2V1—=2x
— 2,

r—1

ce qui prouve la convergence de l'intégrale et qu'elle vaut 2.

. Approche recommandée. En posant t =1, on a
1 2
dt = - dr =— dx = -—x°dt
X
1
1 1 -1
—dxr = X — dt
x4 — 23 11t
= t3
et comme t?2 =/, on a
1 -1 1
X —dt = -— dt
11 12 o g
t4 t3 [Tl
1
= - dt
Vv1-—t

Puis
r=1=—=t=1, z—>4oc0o=—=1t—0.

D’apres la formule de changement de variable, J est de méme nature que

[
o VI—1

dt

et donc de méme nature que I, c'est a dire convergente d'aprés 1; et en cas de
convergence, ce qui est donc le cas, on a égalité des intégrales:

J=1,

/+Oo 1
1 2 — 13

c'est a dire
dr = 2.

Avec la formule rigoureuse du cours (3 ne pas lire obligatoirement).

Rappel. 1l faut toujours introduire I'application (la "machine”) qui "fabrique”

I'expression de |'ancienne variable, ici z, en fonction de la nouvelle variable, ici .
Puisque ici, on a

1 1

t=—- <— x=-

T t

)

on considérera donc I'application ¢ : t — 1. Il faut ensuite trouver I'intervalle que doit
parcourir la nouvelle variable ¢ pour que = = ¢(t) parcourt l'intervalle d'intégration
initial ]1,+oo[. Cela s’obtient par considératon de ¢=': on a t = ¢ !(z) = 1 et
I'intervalle recherché est l'intervalle =1 (]1,+o00[); il est clair que lorsque z parcourt
J1,+o0[, ¢~ (x) = < parcourt ]0,1[. L'intervalle recherché pour ¢ est donc ]0,1].

Formellement, I'application ¢
de ]0,1[ sur |1, +oc[ et on a ¢'(t)

+ est une bijection strictement décroissante

ot 1
= —%. Ainsi, en notant

1
T,
f /2% _ 13
on a
1 -1
fle®)e'(t) = X —
11t
t4 t3
_ 1 _ 1
Vi Vi
et en cas de décroissance, la formule
“+o0 1
[ s@an=— [ rewewa
1 0
donne ici
“+oo 1 1
—_——dx = / ! dt
1 Vat — z3 o V1—t



12. énoncé
1. L'intégrale est impropre a la borne 1.

e Premiére méthode. Le changement de variable
transforme I en

que l'on sait étre convergente (Riemann); d'apres la formule de changement de
variable, ces intégrales sont de méme nature et c’est pourquoi I; existe.

e Deuxiéme méthode. On se raméne alors a la définition: pour a > 1,

[2va=1],

2(1—va—1)

21
/7@:
o Ve —1

et puisque

2(1-Va—1)-—2

2
1
ce qui signifie par définition que / ——— dz converge.
qui signifie p que | g
2. L’intégrale est impropre aux deux bornes. On va donc étudier
2
1
/ S
1 V2 -1
et
+o0 1
—dx.
2 xvr?—1
e Ona
1 1
/2 —1 x40 T XX
1
I
400 1
et puisque / —; dx converge (Riemann), on déduit du théoréeme de compara-
X
+200 1
ison que ———— dx converge.
a 9 xzVr?-1 &
e Ona

22—1l=vVr—-—1x+vz+1

et comme
Va+l — V2
# 0,
on a
Vatl ~ V2
et alors
Vi —1 ~ Vr—1x+v2
1 : 1
21 o1 2r—1
N N S
V22 =1 2=1 1x+2yx—1
1
Vayr—1
Or; déduit alors de 1 et du théoréme de comparaison par équivalence que
/1 N%dm converge.

e En conclusion, I converge.

3. Approche recommandée. Le changement de variable

donne

puis

- dr v
2 —1 1

Ensuite,
r=1 =— t=1, r— +oo =

Ce changement de variable transforme donc I en

t— 0.

dt.

J—/1 L
B 0o V1—1t2



D’apres la formule de changement de variable, I et J sont de méme nature, et égales
en cas d’existence. Or

a
1
—dt arcsin t|4
| = farcsin 3
= arcsina
— arcsinl
a—1
o7
2

et c'est pourquoi, par définition, J est convergente et

Y
J ==
2
En définitive, I existe et
=2,
2

Avec la formule rigoureuse du cours (a ne pas lire obligatoirement). Par la suite, on
notera

1
) e G
/ zvz? —1

Rappel. Il faut toujours introduire I'application (la "machine”) qui "fabrique”
I'expression de |'ancienne variable, ici z, en fonction de la nouvelle variable, ici t.
Puisque ici on a z = 1, on considérera donc I'application ¢ : t — 1. Il faut ensuite
trouver l'intervalle que doit parcourir la nouvelle variable ¢ pour que = = ¢(t) parcourt
I'intervalle d'intégration initial [1,+occ[. Cela s'obtient par considératon de ¢~ !: on
at=¢!(x) =2 et lintervalle recherché est l'intervalle ¢! ([1,+oc); il est clair
que lorsque z parcourt [1,400,1[, ¢ !(z) = 1 parcourt ]0,1] (mais dans l'autre sens).
L'intervalle recherché pour ¢ est donc ]0,1].

Formellement: I'application
1
A
v t
est une bijection strictement décroissante de ]0, 1] sur |1, 4o0c[. On a donc

I=—Afwwwﬁwt

et en cas de décroissance, la formule

/1+°0 f(z) dx

donne ici

1
1

1= — dt.
/om

Enfin,
/a 1 dt = [arcsint]j = arcsina  — arcsinl = T
o V1—1t2 a—1 2
— /1 71 dt = z.
o VI—1#2 2
En définitive, I = 7.

4. Approche recommandée. Le changement de variable

t=+vz2 -1
donne -

dt = dr

2 —1
puis
1
dm—2>< x dz.
vz —1 zvzr? —1

Or

t=+vaz2-1

1 1
——dz = — X x dx
vz —1 T vz —1
1
Ensuite,
r=1 = t=0, r—+o00 = {— +o00.

Ce changement de variable transforme donc I en

—+oo
1
[T
o 241

D’apres la formule de changement de variable, I et J sont de méme nature, et égales
en cas d'existence. Or

X

0o t2+1

dt

dt

[arctan ¢]g

arctan X
T

X—+o0 2



et c'est pourquoi, par définition, J est convergente et

En définitive, I existe et

Avec la formule rigoureuse du cours (a ne pas lire obligatoirement).

Rappel. 1l faut toujours introduire I'application (la "machine”) qui "fabrique”
I'expression de I'ancienne variable, ici z, en fonction de la nouvelle variable, ici t.

Puisque ici on a
t=+va12-1 < z=+t2+1,

on considérera donc I'application ¢ : t — +/#2 + 1. |l faut ensuite trouver 'intervalle que
doit parcourir la nouvelle variable ¢ pour que z = ¢(t) parcourt I'intervalle d'intégration
initial [1,+oco[. Cela s'obtient par considératon de p=1: onat= ¢ !(z) = V22 -1 et
I'intervalle recherché est I'intervalle ¢=! ([1,4o0]); il est clair que lorsque x parcourt
[1,4+00[, ¢~ (z) = Va2 — 1 parcourt [0,+oo[. L'intervalle recherché pour u est donc
[0, 4-00].

Formellement, I'application ¢ : ¢ — +/t? + 1 est une bijection strictement croissante de

10, +o00[ sur ]1,4o00[ et on a ¢'(t) = ﬁ Ainsi,
Fe()§ (1) = —— ! :

X =

V2 +1xt 2+1 241
et en cas de croissance, la formule

—+oo +oo

!
[t [ s

1 0

donne ici

+o0 , B o0 1
I:A fwmwmm—A dt

241

X
1
= lim / ———dt= lim arctanX:E.
X400 Jq 241 X —+o00 2

5. Premiére approche (recommandée en premiére lecture). En posant t = z + 22 — 1,
on a

t=zx+V22-1 <<= t—z=vvz2-1

241
= 2422 - 2%z=2>-1 < z = 2—'75_

et on calcule

t? -1
dx = dt
YT o
et comme ) )
t 1 t“—1
Vat—l=t—z=t— AL ,
2t 2t
on a
1 1 2 -1
dr = X dt
t24+1 t2—1 2
rva? -1 BT BT 2t
_ 2
241
Enfin,
r=1 = t=1, r—4+o0 — t— 400
et alors
+oo )
L 211
On calcule

b
2
/ — = dt = [2arctant];* = 2(arctan X — arctan1)
1 2+

:Q(arctaanE) — Q(E,E):E
4 2 4 2

X—+oo

et ainsi [ = 7.

Avec la formule rigoureuse du cours.

Rappel. 1l faut toujours introduire I'application (la "machine”) qui "fabrique”
I'expression de I'ancienne variable, ici z, en fonction de la nouvelle variable, ici
t.

L'application g :  — x4+ Va2 — 1 est continue et strictement croissante de |1, +oo| sur
lui-méme; on a alors pour t > 1:

t=zx+Va2—-1 <= t—z=+vVa2-1

241
— 24222z =2>-1 < z = +

2t

etdoncy:t— i—tl établit une bijection strictement croissante de |1, +oo] sur lui-méme

et ¢ est clairement de classe C" avec ¢/(t) = L. On a

1 2 -1

X
t2+1 t241 2
2t (t* 2t ) 2t

fle®)¢'(t) =

412 >(7:2—1_ 2
2+1)(2—-1) " 22 241




et en cas de croissance, la formule

+o00 +oo
[ swan= [ s ar
1 1
donne ici
+oo 1 ) X 1
I:2/ ———dt=2 lim ———dt
1 241 X—+too f; 241
T T
=2 1l tan X — tanl) =2(=- — —) = —.
Xirilm(arc an arctan 1) (2 4) 5

6. Premiére approche (recommandée en premiére lecture). Poser x = cht contient
un sous-entendu, a savoir on peut poser x = cht; plus rigoureusement, tout réel
x € [1+ oo| peut s'écrire x = cht avec ¢ € [0, +oo[ et ce du fait que la fonction ¢+ cht
est continue et strictement croissante sur [0, +oo[ et établit, d'aprés le théoreme de la
bijection, une bijection de [0, +o00[ sur

[Ch()7 lim cht{[1,+oo[.
t——+oo

On a alors
dr =shtdt

puis

Va2 —1=1/ch2t —1 = Vsh2t = |sht
et puisque ¢ >0, on a sht > 0 et alors |sh¢| =sh¢. On alors

1 1 1
- htdt=—
T htxsht cht

dt
zvzx? —1

puis (du fait que cht =1 pour t =0):
r=1 —

t=0, T —+o0 —

+o00 1
1:/ Lo
0 cht

1 IR
cht et +et’

t — +o0.

Ainsi,

On écrit ensuite

etde—t

e Premiére méthode. On multiplie numérateur et dénominateur par ¢! et du fait
que el xe t=1,o0na

1 et

et +et

u'(t)

u?(t) +1

T
1
[ G-
o cht

et on reconnatft la forme si bien que

T et T
/0 W dt = [arctan (et)]o

= arctan (eT) —arctanl —> r_rT_T
T—4oc0 2 4 4
ce qui donne finalement 7 =2 x 7 = 3.
o Deuxiéme méthode. On écrit a nouveau
I T |
cht —edet — Tet 4ot

et on effectue le changement de variable u = e¢!. On a alors

1 1
du=¢e'dt — dt = — du = — du.
e u
Puis, du fait que e7' = 1 = L.
1 1 2
dt =2 T X —du du.
et +e-t u++u u?+1
Enfin,
t=0 = u=1, t—=+o00 = u—+©

et c'est pourquoi

et on termine classiquement:

s
1
/ 5 du = [arctanu] = arctan X — arctan 1
1 uf+1
. s ™ o s
Xofoo2 4 4
ce quidonne I =2 x § = 7.

Avec la formule rigoureuse du cours.

Rappel. 1l faut toujours introduire I'application (la "machine”) qui "fabrique”
I'expression de |'ancienne variable, ici z, en fonction de la nouvelle variable, ici .
Puisque ici on a = = ch t, on considérera donc I'application ¢ : t ~— cht.

L'application ¢ : t — cht réalise une bijection strictement croissante et de classe
C! de ]0, +oo[ sur ]1, +oo[ avec ¢/(t) =sht. On a

T ()41

Fle)e'(t) =

1 1
—— xsht=———— xsht
chtvch?t—1 ch tv/sh 2t cht



et en cas de croissance, la formule

+oo +oo
/ f(x) du / )¢ (1) dt
1 0

“+o0 “+o0
1 2
1= ggd= | o
o cht o et+e?
— ot

L'idée est ensuite d’effectuer le changement de variable u et. Comme on a
u=¢e <= Inu=t, on introduit I'application ¢ : v — Inu, qui est de classe C! et

strictement croissante de ]1,+oo[ sur ]0, +o0f avec ¢'(u) = £. En notant g : ¢t — 2,
ona

On a donc

)P 0 = =
Ainsi,
1_2/1+Oou2 - du=
(intégrale rencontrée en 4).
13. énoncé En posant u(z) =z et v'(z) = e, on a v/ (z) = 1 et v(z) = —e~*. Puisque
[u(z)v(@)]y = -Xe™™ — 0,

le crochet [uv]$> existe (et vaut 0). Donc d’aprés la formule d’intégration par parties,

I est de méme nature que
“+o0
—/ e *dx
0

et donc convergente (intégrale de référence). De plus,

J = /OJFOC o' (z)v(z) do

+oo
I = [w]§™ —/0 o (z)v(z) d

et par un calcul archi-classique:
b'e
/ e *dr = [efm]o
0

et c'est pourquoi par définition

et en conséquence, I = 1.

14.

énoncé

1. I, converge par équivalence en +oo.
1

@ et v'(x), on obtient aisément

+oo Iz
I, 1 =2 —_—
—1 n/o ($2+1>n+1

puis en écrivant 22 = 22 +1 — 1, on obtient

2. En posant u(z) =

dx

c'est a dire I,, = 2211, ;.

In—l = 2”(In—1 — In),
3. On a
LI}

+oo
I, = — dr=
0 /0 1+22% 772

(via arctan) et la proposition est vraie est au rang n = 0. On démontre alors |'égalité
de I'énoncé au moyen d'une récurrence aisée utilisant 2.

15.

Pour tout ¢ > 1, on a |sint| <1 d'ol
+oo

énoncé

1
2"

int

St <
N 1 . . . .

Or l'intégrale 7 dt est convergente (c’est une intégrale de Riemann). Il résulte

1
alors du théoreme de comparaison par majoration que

—+oo
/1
sint

est convergente. Ainsi, la fonction f : ¢ =5 est intégrable sur [1, 400 et il découle
alors du théoréme d'intégrabilité (ou théoreme de convergence absolue) que

—+oo
/1

le™" sin(a?)| < e™".

sint

est convergente.
On a

—+oo
La convergence de l'intégrale de référence / e~ *dx et le théoreme de comparaison
0
“+oo

entrainent que = — e %sin(z?) est intégrable sur [0, +oc[ et alors e 7 sin(x?) dx

0
converge, |'intégrabilité entrainant la convergence de I'intégrale (théoréme de conver-
gence absolue).

e T sint )
Pour I'intégrale / ———— dt, la fonction
0 t(14t2)
. sint
t(1412)

est définie et continue sur ]0, 400, donc I'intégrale est impropre aux deux bornes.



e On a

sint t
t(1+412) tx1
L,

~Y
t—0

donc la fonction ¢ — Lﬁ) est prolongeable par continuité en 0 et alors

T(1+e2
1 .
5in ¢
/ sin it
o tH1+1t?)

existe en tant qu'intégrale d'une fonction continue sur un segment.

e Ensuite,
sint 1
< -
t(1+t2) - t(1+t2)
1
t—+oo 13 ’
— Puisque

converge (référence), alors I'intégrale

+o00 1
/ LI
L 112

converge aussi par théoreme de comparaison par équivalence,

/+oo sint
N T

converge par théoréme de comparaison par majoration.

— et alors

+o0 :
. sint s
— Enfin, / mdt converge alors par théoréme de convergence absolue.
1

En définitive,

T gint
T dt
o t(1+12)

ne pose pas de probleme alors que

converge.

16.

sinx

énoncé En 0, |

sin x x

xr z—=0x

Lging

si bien que z — #% est prolongeable par continuité en 0; dés lors, /
’ 0

dx converge

1
en tant qu'intégrale d'une fonction sur un segment. Donc /
o \z+1 =

1 1
— ) sinz dz

converge. Ensuite,

11 -1
t+1 z  z(z+1)
et
sinz 1 1
z(z + l)‘ “z(z+1) sotoo 72

: T i g i i
Puisque — dx converge (référence), I'intégrale dx converge aussi
1 T 1

x(x+1)
sin x

z(x +1)

sinx

“+o0
par théoreme de comparaison par équivalence et alors /
1

‘ dx converge

+oo
par théoreme de comparaison par majoration. Enfin, / dt converge par
1 x

(x+1)

+oo
s v . PP 1 1Y .
théereme d'intégrabilité. En définitive, / ( — ) sinz dz converge.
0 z+1 =z
17. énoncé
On a

1
eX = o=
X —+o00 X
car c'est le classique résultat de croissance comparée

Xe X —

X—)Jroo.

En posant X = 22, on a X — 400 lorsque 2 — +00 et on en déduit:
. ze(3)
T¢0+00 1'2
lorsque z tend vers +oo. Du théoreme de comparaison pour les fonctions intégrables

+oo 1
et de la convergence de l'intégrale de référence / — dx, on déduit la convergence
1 x

—+oo
de / e~ da. Puisque = s e~ est définie et continue sur [0,1], elle y possede une
1

—+oo
- Ve Ve — 2
Integrale et en consequence, / e " dx converge.
0
On a
Inx 1
=2 o=
2t sotoo \ 22

s e e,

$4 ,13‘2 T—r+00

car par croissance comparée,



Du théoreme de comparaison pour les fonctions intégrables et de la convergence de
Feo T Ing

I'intégrale de référence / — dx, on déduit la convergence de / — du.
1 x 1 x

C’est grosso-modo la méme situation que la situation précédente mais il faut étre trés

précis quant au choix de la relation de prépondérance. On a
Inz 1
7 el
xr“ z—4oco T2

s Inx
€r2 X — =
22

car par croissance comparée,

Inz
\/5 r—+00

Du théoréeme de comparaison pour les fonctions intégrables et de la convergence de

0.

+oo 1
I'intégrale de référence / — dz, on déduit la convergence de
1

xr2z

18. énoncé
On a

2 1

zte ™™ = o <2>,
Tr—+00 xX

c'est a dire ,

%™ — 0

Tr—r+00

car en posant X = 22, on a X — 400 lorsque z — +oo et alors

2
e = X3 X — 0
X—+o0

par croissance comparée classique. Du théoréme de comparaison pour les fonctions

1 P
— dx, on déduit la

+oo
intégrables et de la convergence de l'intégrale de référence /
1 X

—+oo
—x2 . 2 I .
convergence de / z'e™ dx. Puisque z — e~ est définie et continue sur [0, 1],
1

+oo
N\ . Ve 7 — 2
elle y possede une intégrale et en conséquence, / zte™ dr converge.
0

On a
n_ —x .3 1
e Fsine = ol —
r— 400 xz
puisque
2"e sinx X 12| = [sinz| X |x"+267‘”| < |x”+2671
et puisque
" e — 0
Tr—+o0

par croissance comparée, on a

n 2

e Tsine xx* — 0

Tr——+00

par théoreme d'encadrement. Du théoréme de comparaison pour les fonctions

“+ o0
intégrables et de la convergence de l'intégrale de référence / — dz, on déduit
1 X
+oo
la convergence de / z"e " sinx dr. Puisque x — z"e sinx est définie et continue
1

+oo
sur [0,1], elle y possede une intégrale et en conséquence, / xz"e” " sinx dr converge.
0

La troisieme intégrale est impropre aux deux bornes. On a

=1l4+z—(1—-2)+o0(x)=2zx+o0(x) ~ 2=z,
z—0 z—0

e’ —e "

sinz x e~3% r X1

N 1 N . .
d'ou — — ~ — —. Ayant affaire a une fonction prolongeable par conti-
et —e % z—0 2z 2
., e, Lsing x e3¢ .
nuité sur un segment, l'intégrale — ———— dx est convergente. Ensuite,

o €¥—e

—3x

e 6—31'

sinz x e~3%

—2z

<

~Y
T et —e T axortoo e”

er — e~

—+o0
La convergence de |'intégrale de référence / e 2" dx entraine alors, par théoréme
1

e—3m

“+o0
de comparaison par comparaison, la convergence de / ——— dx qui entraine
1 e

a son tour, par théoreme de comparaison par majorations, la convergence de

/+OO —3x
1

sinz X e
+oo
(théoreme d'intégrabilité), la convergence de /
1
19.

1. On pose u(t) = 1

dz qui entraine a son tour, par théoreme de convergence absolue

et —e
sinz x e~ 3%
— dx.

61 _ 6737
énoncé

—cost. Puisque

et v/(t) = sint; alors u/(t) = 2 et v(t)

cosT
[u(t)v(t)F = - +cosl — cosl,
T—4+oco
le crochet [uv] ™ existe (et vaut cos1). D’aprés la formule d'intégration par parties,
J est alors de méme nature que
+oo
/ o' (t)v(t) dt,
1
c'est a dire de méme nature que
“+o0
cost
K= / S,
12
1
Or
cost 1
2| = 2

cost
12

ce qui assure l'intégrabilité de ¢ — sur [1,4+oco[ (par majoration) et des lors

I'existence de K, puis celle de J.



2. Ona .
sint

—
t t—0

1 .
: e . sint .
donc ¢ — =2t est prolongeable par continuité en 0; deés lors, — dt existe comme

intégrale d'une fonction définie et continue sur un segment. I(I) résulte alors de 1 que

I existe.

sin(at)
t

dt a I'aide du

—+oo
3. Afin de se ramener a I, on va établir la convergence de /
0

théoreme de changement de variable en posant:
e u=atsia>0,
e u=—at sia<0.

Il faut toujours introduire I'application (la "machine”) qui "fabrique” |'expression de
I'ancienne variable, ici ¢, en fonction de la nouvelle variable, ici u.

e Sia>0,0na

u=at < x = 1u,
a
et on considérera donc I'application ¢ : u — 2u. Il faut ensuite trouver I'intervalle
que doit parcourir la nouvelle variable u pour que ¢t = ¢(u) parcourt l'intervalle
d'intégration initial ]0,+oc[. Cela s'obtient par considération de ¢~!: on a
u = @ (t) = at et l'intervalle recherché est l'intervalle »=! (]0,+oo[). il est
clair que lorsque t parcourt ]0,+oc[, ¢~ 1(t) = at parcourt ]0,+oo[. L'intervalle
recherché pour u est donc |0, +oo].

est une bijection strictement croissante

Formellement, I'application ¢ : u — 1u
a 1 - -
~. Ainsi, en notant

de 10, +oo[ sur |0, +oo[ et on a ¢'(u) =

Fioes sin(at))
t
on a ( L )
, sin (aZu 1 sinu
= X — =
O e T

et le théoreme de changement de variable affirme que les intégrales

“+o0 “+o0
/ f(t) dt, / ()¢ (u) du
0 0

+0oo o t +o0
/ sin(at) . /
0 t 0

+oo
sont de méme nature; elles sont donc convergentes puisque /
0

c'est a dire
sinu

du

u

sinu
—— du est
u

convergente d'aprés 2 et de surcroit égales d’aprés ce méme théoreme. Ainsi,

En

20.

/+°° sin(at)
0 t

dt converge et

+oo 3 +o0 :
sin(at sinu
[ ) [ sy,
0 t 0 u
e Sia<0,ona
u=—-al < T =—-u,
a
et on considérera donc l'application ¢ : u — —Llu. Il faut ensuite trouver

I'intervalle que doit parcourir la nouvelle variable u pour que ¢ = p(u) parcourt
I'intervalle d'intégration initial ]0, +oo[. Cela s'obtient par considération de o~ 1:
on a u = ¢ 1(t) = —at et l'intervalle recherché est I'intervalle =1 (]0, +oc). il est
clair que lorsque t parcourt 0, +oo[, ¢~ 1(t) = —at parcourt ]0,+oo[. L'intervalle

recherché pour u est donc |0, +oo].

Formellement, I'application ¢ : u — —lu est une bijection strictement crois-

sante de ]0, +oo[ sur ]0,+oo[ et on a ¢’(u) = —1. Ainsi, en notant
Fiaes Sin(at)’
4
on a (1)
, sina (—;u -1 sinu
= X — = —
fle(u)¢'(u) — - -

et le théoreme de changement de variable affirme que les intégrales

+oo “+o0
/ F(t) dt, / Flo(u)¢ (u) du
0 0

c'est a dire . N
sin(at —sinu
(at) dt, du
0 t 0 u
T sinu
sont de méme nature; elles sont donc convergentes puisque / —— du est
0 u

convergente d'aprés 2 et de

/+°° sin(at)
0 t

surcroit égales d'aprés ce méme théoreme. Ainsi,

“+o0
at—- [
0

> sin(at)

dt converge et

sin(at) sinu

400
Lo

+
définitive, pour tout réel a # 0, /
0

du.

u

dt converge et

. {f
—I

sia>0
sia<0.

sin(at)

+oo
Lo

énoncé



1. On a

1
e = o|—|.
T—+00 $2

Du théoreme de comparaison pour les fonctions intégrables et de la convergence de
I'intégrale de référence

on déduit la convergence de

Puisque
e A

est définie et continue sur [0, 1], elle y possede une intégrale et en conséquence,

+oo
/ z"e™ " dx
0

converge.
2. En posant
u(x) =™, V'(z) =e 7,
on a
o (z) =na"t v(z) = —e®
puis par croissance comparée
u(x)v(x) = —z"e™"
orbo

(I'intégrale n’étant impropre qu'en +oo, seule la limite en +oo était a considérer).
Ainsi, [uv]{™ existe et vaut 0 — u(0)v(0) = 0. D’apres la formule d'intégration par
parties,

I, = /0 +Oou(as)v’(x) dz

[uv]g ™

- /0+°° o' (z)v(z) dx

—+o0
= n/ 2" e dx
0

= nIn_l.

3. 0Ona

et donc par définition:

—+o0
/ e *dx
0

= 1.
Ensuite,

nIn—l
= nn—1)1,—

= nn—1)x...x 1y

= nl

On peut préférer une démonstration par récurrence formelle: démontrons par

récurrence sur l'entier n que
Yn eN, I, =nl

e La proposition est vraie pour n =0 puisque Iy =1 et que 0! = 1.
e Supposons la propriété vraie pour un enteir n > 0. Alors

Iny1 = (n+1)1, (d'apres 2.)
= (n+ 1)n! (hypothése de récurrence)
= (n+1)! (propriété de la factorielle)

et la proposition est donc vraie au rang n + 1.

Du principe de récurrence, on déduit qu'elle est vraie pour tout entier n € N.





