PT Promo 2023/2024 Mathématiques

Feuille d’exercices n°11

Eléments métriques

1. corrigé Soit v = (I,f) avec I =]0,x[ la courbe de
paramétrisation
] z(t) = t—sint
f'tH{ y(t) = 1—cost.

1. Calculer et exprimer || f/(¢)]
que v est réguliere.

2. Déterminer T'(t) et N(t) en tout point de .

3. Déterminer en tout point de v sa courbure c(t); vérifier
que ~ et bi-réguliere et déterminer en tout point M (t)
son centre de courbure I(t).

a l'aide de sin i et vérifier

4. Donner une détermination angulaire t — «(t) telle que
T(t) = (cosa(t),sin(t)) pour tout ¢ € 1.

5. En déduire un nouveau calcul de la courbure a + au
point M (t).

2. corrigé Calculer la longueur de l'astroide ~ de
paramétrisation
f'tb—>{ x(t) = cos3 t

y(t):SIHSt tE[O,Qﬂ'].

3. corrigé On considére la courbe v de paramétrisation
_ x(t) =3t2 -1
f‘tH{y(t):;ti‘t teR.

1. Démontrer que ~y posséde un point double. On notera
t1,t5 avec t; < to les parametres donnant ce point double.

2. Déterminer la longueur de la boucle délimitée par ce
point double.

4. corrigé Soit v = (I, f) avec I = 10,% ] la courbe de
paramérisation

cos’ t
i3
sin” t.

x(t

)
y(t)

f:tr—>—{

1. Calculer [|f'(1)]|-

2. Déterminer T(t) et N(t) en tout point de ~.

3. Déterminer en tout point de ~ son rayon de courbure
R(t) et les coordonnées (X (), Y (t)) de son centre de cour-
bure I(t).

5. corrigé On considére la courbe v d'équation y = chz
(chainette).

1. Déterminer la longueur de v entre les points d'abscisse
aetb(a<b).

2. Déterminer le repéere de Frenet et la courbure de ~ au
point M (a).

‘Enve]oppe d’une famille de droites‘

6. corrigé Dans les deux cas suivants, déterminer
I'enveloppe de la famille de droites (D;);cg données par
les équations cartésiennes:

1. (1 — %)z + 2ty — (1 +t*) = 0 (observer que cette droite
passe par le point (1,t)),

2. (t—2)x + (3t — 2t*)y +t3 = 0 (observer que cette droite
passe par le point (2t3,¢%)).

7. corrigé Soient a et b deux réels non nuls; on con-
sidere les points A(a,0) et B(0,b). Un point M de la
droite (AB) a pour projetés orthogonaux respectifs P et
Q sur les axes Oz et Oy.

1. Paramétrer la droite (AB).
2. Déterminer |'enveloppe v de la famille de droites (PQ).

8. corrigé Soit C le cercle de centre O et de rayon 1,
paramétré par t — (cost,sint), t € [0,2n]. Pour tout
point M(t) de C, on note A; la droite passant par M(¢)
et dirigée par 7 et N; la normale a C en M ().

1. Faire une figure.

2. Déterminer un vecteur directeur de la droite D,
symétrique de la droite A, par rapport a N;.

3. Déterminer I'enveloppe T' de la famille (D;), appelée
caustique par réflexion du cercle C pour une source lu-
mineuse située a l'infini.

4. Etudier et tracer T.

Développée

9. corrigé Déterminer et construire la développée de
I'ellipse de paramétrisation

f:tl—>{

avec 0 < b < a.

10. corrigé On considére la courbe v d'équation y =
ch z. Déterminer de deux manieres la développée de ~.

11. corrigé On fixe un réel a # 0 et on considére la
courbe v de représentation paramétrique

. (t)
fit— { y(t)

appelée spirale logarithmique.

acost
bsint

t € 10,27

e cost

e®sint tER

. Calculer I'abscisse curviligne d’origine 0 de ~.
. Déterminer le repéere de Frenet en tout point de ~.

. Déterminer la développée C de ~.

B WO N =

. Démontrer que C s'obtient a partir de v par une trans-
formation géométrique simple.

12. corrigé

paramétrisation

On

f:tt—){

1. Calculer et simplifier au maximum f’(¢). Vérifier que v
est réguliere sur 10, +oo].

considere la tractrice ~ de

2. On note T(t) le vecteur unitaire tangent au point M (%)
avec t > 0.

(a) On considére une détermination angulaire t — a(t) de
classe C* telle que T'(t) = (cosa(t),sina(t)). Déterminer
o/ (t).

(b) En déduire la courbure c(t) a v en M(t). Démontrer
alors que v est biréguliere et déterminer le cercle de cour-
bure a v en M ().

3. Retrouver ce résultat en déterminant I'enveloppe des
normales a ~.

éléments métriques; enveloppes




1. énoncé Trés classique. On a déja

1. On a l—cost:2sin2§
Z'(t) = 1—cost puis
y'(t) = sint sint = sin (2;)
et

94 t t
sin — cos —
2 2

ol = \/(1—cost)2+sin2t

d'ou
= V2 —2cost S 2t gt ¢
\/im. f(t) _ 2sin 5 2sm§’cos§‘
2sinf’  2sini
Or
. 9 1 — cos2x = sin cosE
sin" ¢ = ————, 2’ 2
donc ; puis
_ _9an2 b - t t
1 —cost = 2sin 5 N(t) = | —cos =, sin
2 2
et
3. On a
.ot - 1 t t
@) = v2 231n2§ T'(t) = 5(0055,—51115)
t 1=
— N — = —7Nt
2 51n2’ 9 ()

et comme ¢ € ]0, 27, on a alors que Frenet prévoit ~

t
- €0,
2 10,7 avec S’(t) = || f'(¢)]|. On a donc
et alors / 1
sin— >0 S'(t)e(t) = —5,
et donc d’ou
1
ot - _
lF@lf = 2sing () 257(1)
> 0 - _ 1 .,
—4 sin%
Il en résulte que
vt €]0,2n[, f'(t) #0, il est manifeste que

vt €10, 2n[, c(t) # 0,

ce qui est la garantie, d'apres le cours, que tout point de v est birégulier et donc que
~ est biréguliere. On a alors ensuite

f(t) = ‘ ; Hf/(t) R(t) =

ce qui est la preuve que v est réguliere.
2. On a

1
c(t)

1 = —4sin—.
2sin 5 9




Enfin, le centre de courbure est le point I(¢) défini par

M(H)I(t) = R(t)N(t),

d’ou
t—sint+4sin%cos%
I(t) =
1—cost—4sin2%.
Remarque. On a
t t
4sin? = = 2x2sin® =
2 2
= 2sint
et y
1 —cost = 2sin? =
cos sin 5
donc
.ot
4 sin 5:2—2c0st
d'ou
. .t . .
t—smt—|—4sm§cos§ = t—sint+2sint
= t+sint
.ot
1 —cost —4sin 3 = 1—cost—2+4 2cost
= —1+4cost
donc
t+sint
I(t) =
—1 + cost.
Or
t—sint=—m+ (t+ ) +sin(t + )
et

—1+ cost —1+cos(t+m)

—2+4+ 1+ cos(t + 7).

On voit donc que I(t) est le translaté du point M (t + «) par le vecteur
(—m, —2).

Quand t varie dans R, ¢t +7 décrit tout R; donc la courbe décrite par I est la translatée
de v dans la translation de vecteur (—m,—2).

4. On a calculé

= t t
T(t) = <sin 5 C08 2)
et on a
o1 t T t . T t
51N — gy — = —_— = SIn | — — —
S 2,0052 cos 5 "3 .8 5 73
si bien que
py Tt
o T_°t
2 2
est une détermination angulaire de 7'(t).
5. D'apres le cours,
o/ (1)
c(t) = .
£/
On a donc
(t) = ——
C = — .
4sin%
2. énoncé
1. On a

On a ensuite

f'(t) = 3costsint(—cost,sint)
| f/®] = I[3costsint|||(—cost,sint)|
= |3costsint|.
Donc
27
L= [

2m
/ 3|costsint| dt.
0

Rappelons qu'il est indispensable de se débarrasser des valeurs absolues dans le calcul
des primitives (une primitive de la valeur absolue n’est pas la valeur d'une primitive).
Par 2r-périodicité des fonctions en jeu, on a

L3

et par parité de t — |costsint| dt,

|costsint| dt

L:6/ |costsint| dt.
0



e Premiére méthode. On a 1. On a un point double dés lors qu'il existe dux parameétres distincs ¢, et t, tels que
M (t,) et M(t) soient confondus, donc tels que z(t1) = z(t2) et y(t1) = y(t2). On doit

z T

2 7 N
L= 6/ 7 |costsint| dt +6/ |costsint| dt. donc résoudre le systeme
0 3 x(t1) = x(t2)
Or sur [0,%], on a . y(ta) = y(t2)
costsint > 0
et sur [Z,7], on a ty # ta
costsint < 0 c'est a dire
21 _ 92 _
donc 312 -1=312 1
3 _ 943
Vit € [0, g] , |costsint| = costsint 3ty — 1y = 3ty — 1ty
vt € [g,ﬂ'] , |costsint] = —costsint t1 # to.
i Il est immédiat que
et en conséquence 2(t1) = a(ts) 2 =2,
3 m d'ou
L = 6 mcostsint dt — 6 costsint dt
. : ty = —t
1 ,]2 1, (puisque I'on a la contrainte t; # t2). Comme
= 6{3111} —G[Sin] s
0 E] (_t1)3 = _ti
= 3-(-9)
— 6. le report de t; = —t; dans Ly donne

. . ) 33—ty = =33 +¢
e Deuxiéme méthode. La fonction 1= M 11

) c'est a dire
t — |costsint| 2, (362 — 1) =0
est périodique de période 7; on a donc d’ol
) . t=0
/0 |costsint| dt = / i |costsint| dt ou
2 3t2 —1=0.
puis par parite, . . Mais ¢; = 0 donnerait ¢, = 0, on aurait t; = t5, ce que I'on ne veut pas. C'est donc
2 2
/ |costsint| dt = 2/ |costsint| dt, que )
s 0 312 —1=0

us

et comme costsint >0 sur [0,%], on a finalement i.e.

™

2
L:12/ mcostsint dt
0 et alors

0 ou

3. énoncé

1
1 p) by = ——

12 |:28in2:| —6. T3
R

V3



et alors et comme t €]0, [, on voit que f’(t) n'est jamais le vecteur nul: « est donc réguliere.
b 1 On a ensuite
2 = —.
V3
f'(t) = 3costsint(—cost,sint)
Les solutions obtenues pour t; et ¢, sont évidemment symétriques (le systeme a £/ )| = |3costsint|||(~cost,sint)]|
résoudre est d’emblée symétrique en t1,t5), et donnent naissance au seul point double — |3costsint]
R 1 . ey ., A : .
de paramétre M (\/g) (ou Ie. point M( ﬁ) mais c'est le méme!), qui est le point — 3costsint.
de coordonnées (0,0). Pour information:
2. On a donc
T(t) L scostsi #( t,sint)
= ——F/—9CO0StSsInt(—Cost,sin
3costsint
= (—cost,sint)
N(t) = (—sint,—cost).
3. On a

T'(t) = (sint, cost).

On voit donc que T'(t) est bien colinéaire 3 N(t); plus précisément:

T'(t) = —=N(t),
o alors que la théorie prévoit . .
2. Par deflnltlon, T/(t) _ S/(t)c(t)N(t)
1
L= /ﬁ £/ ()] dt. On en déduit:
-1
v S'(Be(t) = —1
On calcule t) 1 1
C = —_ = —
S5'(t) f'(®)
IlF O = 8ltt+18t2+1 1 H H
- (9t2 +1)2 o) =  3costsint’
= |9t2 + 1| L 4Fini
e centre de courbure I(t) est défini par
= 92 +1,
MOI(H) = RION(),
d'ou
) et les coordonnées (X (t),Y(t)) sont donc
=
L = /_1 (9¢° + 1) dt X(t) = cos®t—3costsint(—sint)
v L 4 = cos®t+ 3costsin®t
= [33+1]F = —.
SO G 3
Y(t) = sin°t— 3costsint(— cost)

4. énoncé = sin®t+ 3cos?tsint.

1. On a 4. Sachant que

f(t) = (=3 cos® tsint,3sin’ t cos t) 5. énoncé



1. v admet la paramétrisation On calcule ensuite
det(@'(t),d(t)) = —2 — 212,
z(t) =t : . o : :
Fite teR. toujours non nul, ce qui garantit I'existence d'une enveloppe. On calcule ensuite
u() = chi det(A'(1), (1))
At) = — — o
On calcule det(a'(t), u(t))
t
f'®) = (1,sht) SN
IO = V1+sh2t ce qui donne pour paramétrisation de I'enveloppe:
= Vech2t P
cht T+Z = 1442
F:te Alt) + At)u(t) =
42
et donc t—&-%: 1J2rttz-
L = /b £ (6)|] dt En posant § = 2arctant, de sorte que t = tan ¢, on a la paramétrisation
ub 0 cos 6
= / chtdt sin 6,
[sh ]’ si bien que |'enveloppe est le cercle de centre O et de rayon 1.
shb —sha. 2. On a bien
2 0 (t—2) x 23 + (3t — 2t*) x 2 + 13 = 0,
.0Ona
donc D, passe par A(t) = (2t3,t%). Ensuite, D; est dirigée par
~ \cht'cht i(t) = (2t — 3t,t — 2).
- sht 1 .
NG = (-2 — On calcule ensuite
®) ( cht’ ch t>
_ det(@'(t),d(t)) = 2t>—8t+6
puis
(1) (—sht 1 ) = 2(t-1)(t=3),
)= -, —5
ch?t " ch %t qui s'annule en 1 et en 3, ce qui garantit |'existence d'une enveloppe lorsque ¢ parcourt
ce qui conduit, avec la formule de Frenet, a J =R\ {1,3}. On calcule ensuite
1 det(A’(t),d(t))
! = — At) = ———7——
17 @lett) = - W= ae@o, w@w)
1 12
c(t) = . —
ch 2t r—1
6. énoncé ce qui donne tous calculs faits pour paramétrisation de |'enveloppe:
1. On a bien a
2 2\ __ t—1
1—-t)x1+2txt—(1+t%) =0, F it A(t) + MNt)d(t) =
donc D, passe par A(t) = (1,t). Ensuite, D, est dirigée par g
at) = (=2t,1 —t%). 7. énoncé



1. La droite (AB) passe par A(a,0) et est dirigée par AB = (—a,b). Elle admet donc la
paramétrisation
PN { a—ta
tb

2. Un point de la droite (AB) est un point M(t) de coordonnées (a — ta,tb), t € R. Les
projetés respectifs P(t) et Q(t) de M (t) sur Ozet Oy sont alors donnés par

teR.

Pit) = (a-ta,0)
Q) = (0,
La droite (P(t)Q(t)) est la droite passant par P(t) et dirigée par
ut) = P@)Q(t
= (ta—a,td).
On calcule
det(i' (1), () = |3 "¢
= ab
# 0.

D’aprés le cours, cette famille de normales posséde une enveloppe et elle admet la
paramétrisation
F:t— P(t)+ At)u(t),
avec
det(P' (1), i(t))

AD = —Ge@ ), @)
- —amt—(l‘_
-

et on obtient donc la paramétrisation

a—ta+t(ta—a)

F:t— P(t)+ At)u(t)
0+ t2b,
c'est a dire
X(t)=a(t—1)?
F:t—
Y (t) = bt2.

8.
1. Figure:

énoncé

/fé
N

2. La droite N; est dirigée par

O—]\>4(t) = (cost,sint),
vecteur que I'on notera @(t). La droite A, étant dirigée par 7, il s'agit de déterminer
I'image de 7 dans la symétrie orthogonale s; par rapport a Vect(a(t)) Un vecteur or-
thogonal a d(t) est

b(t) = (—sint, cost)
et comme la base (@(t), b(t)) est orthonormée!, on a

7= @a)a() + @ b()b()

cost @(t) — sint b(t)

si bien que?
cost @(t) + sint b(t)

(cos?t — sin®t, 2sint cost)

5¢(7)

et on voit que
$¢(7) = (cos 2t, sin 2t).

On peut retrouver ce vecteur en raisonnant a partir de la figure suivante:

Les composantes d’un vecteur dans une base orthonormée sont égales aux produits scalaires du vecteur avec les vecteurs de la base orthonormée.
2Dans le contexte E = A @ B (et ici A = Vect(a@(t)) et B = Vect(b(t))), tout vecteur ¥ de E s'écrit de manigre unique

7=+

avec (U1,72) € A X B et par définition de la symétrie s par rapport a A et parallélement & B, on a alors



3. Ainsi, D, passe par M(t) et est dirigée par
w(t) = (cos 2t,sin 2t).

En suivant le protocole du cours, on obtient sans difficulté que la famille de droites
(D) possede une enveloppe, dont une paramétrisation est

X (t) = cost — & cost cos(2t)
F:t—
Y (t) = sint — 1 cost sin(2t)
ou encore, aprés quelques manipulations
X(t) = & cost(1 + 2sin®¢t)
Y (t) = sin®¢.

4. Puisque X est paire et Y est impaire, on fera une étude sur [0, 7] que I'on complétera
par une symétrie par rapport a Ox et puisque
T—t) =
Y(r—t) =
les point M(t) et M(w —t) sont symétriques par rapport a Oy. On fera une étude sur
[0, Z] que I'on complétera par une symétrie par rapport a Oy. Apres simplifications,
on a
X'(t) = $sint(1 — 2sin’¢t)
Y'(t) = 3sin®t cost

et les variations s'en déduisent immédiatement:

[SIE

0
0 +

e
N

o © [

o~

<
~
—~
~
~—
[e=BR ISl

b
+
— o e}

3
y0/4

Le point le parameétre ¢ = 0 est le seul point stationnaire de T' et au moyen d'un
développement limité de X et de Y au voisinage de ¢t = 0, on obtient aisément que
I'on a un point de rebroussement de premiere espéce, avec une tangente dirigée par

le vecteur (2,0). D'ou la courbe sur [0, Z] puis, avec les symétries, toute la courbe I':

M(n/2)

M(n/3)

M(0)

9. énoncé La développée est, si elle existe, I'enveloppe de la famille des normales a
I'ellipse. On a

f'(t) = (—asint,bcost).

La normale a I'ellipse au point M (t) est donc la droite passant par M(t) et dirigée par
u(t) = (—bceost,—asint). On calcule

det(@’(t),d(t)) = —ab # 0,

ce qui garantit I'existence d'une enveloppe a la famille des normales. Ensuite, on

calcule
a?sin’t + b2 cos? t
ab

det(M'(1), (1))
det (@' (t), @(t))

A(t) =

ce qui donne la paramétrisation suivante de I'enveloppe des normales, et donc de la
développée:

o t(a? sin® 452 cos? 1)
X(t)—CLCObt—COS a sma cos
F ot M(t) + \O)at) =
sin t(a? sin? t+b2 cos® t)

Y (t) =bsint — ;

et apres simplifications:
X(t) = # cos®t

Y(t) = @ sin®t.

Pour information: T a |'allure suivante:



10.

énoncé

Premiére approche: lieu des centres de courbure. On a

= 1 sht = sht 1
Tty = (—, 20 Ny = (=28,
®) (cht’cht)’ ®) ( cht’cht)

= —sht 1
()= (o, —
®) (ch2t7ch2t>

ce qui conduit, avec la formule de Frenet, a

puis

- 1
~ ch2t’

17 @let) = —

c(t)

Puisque ¢(t) # 0 pour tout réel ¢, v est bi-réguliere et le centre de courbure I(¢) est
défini en tout point par

M)I(t) = R(t)N (t)
avec
1
R(t) = —
(t) e
= ch?,
ce qui donne immédiatement
t —shtcht
I(t) =
2ch t.

Deuxiéme approche: enveloppe des normales. La normale a v en M(t) passe
évidemment par M(t) et est dirigée par un vecteur orthogonal a f/(¢t), comme le
vecteur

@(t) = (—sht,1).

On calcule

det(@'(8), @(t) = ’%ht Slht’
= —cht

£ 0.

D’apres le cours, cette famille de normales
paramétrisation

possede une enveloppe et elle admet la

F ot M(t) + Ab)a(),
avec
 det(M'(t),@(t)

ANt) = —————T~2
2 det(@(0), 7(1))
| 1 —sht
_ _1sht 1
—cht
~ 14sh?
cht
= cht
et on obtient donc la paramétrisation
t —shtcht

F it M(t) + A(t)a(t)
2ch t.

11.

1. On calcule

énoncé

f't) = e*(acost—sint,asint + cost)

IO = etV

et on a donc

S(t)

t
18
0
\/a2—|—1/ e du
0

a?+1, .

2. On voit que ||f'(t)| # 0 i.e. f'(t) # 0 et ce pour tout réel t. La courbe v est donc
réguliere, ce qui justifie I'existence du repere de Frenet (M (t); T(t), N(t)) avec

T(t) = (acost —sint,asint + cost)

a?+1
- 1
N(t) =

(—(asint 4 cost),acost + sint).

va?+1



3. On va rechercher la courbure, le rayon de courbure puis le centre de courbure. On a

T'(t) = ————(—asint — cost, acost — sin t)
a’?+1

et on voit que T'(t) = N(t) alors que la formule de Frenet prévoit \J

T'(t) = e /' )N ).

On a donc a=0.1
1
““ = 7ol 12. énoncé
— # 1. Compte-tenu de ch?t —sh?t =1, on a
eva? + 1
" — sh 2t
Il est clair que pour tout t € R, ¢(t) # 0. La courbe v est donc biréguliere et admet z(t) = ch 2t
donc en tout point un cercle de courbure, de rayon |R(t)| avec , —sht
y'(t) = 2
— 1 __ pat 2 sht
R(t) = FOR e Va2 +1 ity = Cth(sh t,—1)
T THOTEL
et de centre I(t) défini par M(t)I(t) = R(t)N(t), ce qui donne ~ cht
sht
X (t) = e cost + Va? + le™ x \/aéﬁ(—(asint—i-cost)) ~ cht
I(t) = car sht > 0 sur |0, +oo[. On voit donc ! [ ! 0
_ ) , . que ||f'(t)]| # 0i.e. f'(t) # 0 pour tout ¢ € ]0, +o0],
Y (t) = e sint + va? + 1 x \/a;ﬁ(a cost — sint) ce qui prouve la régularité.
. . L ) 2. (a) On calcule
ce qui donne finalement la paramétrisation suivante de C:
, 1
Tt = ——f'(t
X(t) = —aesint ®) ||f’(t)\|f ®)
Y (t) = ae cost. sht —1

En notant ® I'application

(2,1) = (—ay, az) et en tenant compte de ch?t —sh?t =1, on a
) i Y

. . , = 1 sht

on voit que la courbe C est I'image par ® de la courbe . Or ® est la composée de T'(t) = ( h2 h2t> .

I"application ¢ ¢
H: (z,y) = (ax,ay), D’autre part, T(t) = (cos a(t), sina(t)) donne

qui est I'homothétie de centre O et de rapport a, par I'application T'(t) (= (t) sin a(t), o (t) cos au(t))
R:(z,y)— (—y, ), et la comparaison de ces deux expressions de 7"(t) donne

1
qui est la rotation de centre O et d'angle 7. o (t) = i



(b) Par théoreme, c(t) = ce qui donne apres simplifications

a(t)
- Hf @I
1
sht’

c(t) =
Puisque ¢(t) # 0, la courbe v est biréguliere; on a

R(t) = sht

- 1 sht

N@ = (—,22°
®) (Cht’cht>

le centre de courbure I(t), défini par M (t)I(t) = R(t)N(t) a pour coordonnées

X(t)=t— S 4shtx
Y(t)= gy +sht x 535
ce qui donne
X(t) =
Y (t) = cht.
3. Ona Lt
’ S
t) = sht, —
F(t) = S (sht, 1),
vecteur qui dirige la tangente a v en M (t), donc la normale est dirigée par
sht
1,sht
ch 2t( )

ou méme mieux par
a(t) = (1,sht),

qui lui est colinéaire et beaucoup plus simple. On calcule

det(@’(t),u(t)) = —cht
det(M'(D)i(t)) = det(f'(t), (t)) = sht
et on a donc

det(M'(t), u(t))

det(a@ (1), @(t))
sht
cht

At =

et I'enveloppe des normales a v admet donc la paramétrisation

X(t)=t— St pshing

F ot M(t)+ At)i(t) =
Y(t) = gy + 5t x sh

ce qui donne
X(t)=t

Y(t)=cht

et on retrouve bien entendu la méme paramétrisation que précédemment.





