PT - Lycée Pierre de Coubertin 5 septembre 2024

MATHS - DM1 - CORRIGE

Exercice 1

1. E = R*si et seulement si la famille génératrice donnée est libre. On étudie
donc la liberté de cette famille, ce qui conduit & résoudre le systéme :

A1 =2 — A3 +2X0 =0
ar +3x— g =0

21 +ado +2X3+aXs =0
“A+Ad—A3+ N =0

L2 — L2 — aLl,Lg — L3 — 2L1,L4 < L4 + Ll.

Al =2  — A3 +2X04 =0
(2a+3)A2+aXs — (2a+ 1Ay =0
(a+Dro+4hs+ (a—4)A =0
A2 —2X\3+3X =0

Lo < Ly
AM—2X2—A3+2X =0

—d2 —2X34+3M =0

(a+4) A+ 4X3+ (a—4)As =0
(2a+3)A2+aXs — (2a+ 1Ay =0

L3+ L3+ (a + 4)L2, Ly Ly+ (2(1 + 3)L2

AL =2 = A3 +204 =0
—A2—2X3+3X\ =0
—2(a+2)A3+4(a+2)As =0
—3(a+2)A3+4(a+2)As =0

Ly« Ly— L3
A —2X—A3+2X =0
—A2—2X3+30 =0
—2(a+2)A3+4(a+2)A =0
—(a+2)A3=0

Donc si a # —2, le systéme est équivalent a :

A =2\ — A3+ 20 =0
“A2—2A34+ 3\ =0
2\ +4)\ =0

/\3:0
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et on en déduit que A\ = Ay = A3 = Ay = 0. Dans ce cas la famille est
libre, donc elle est une base de R* et E = R%.

Si a = —2, le systéme est équivalent & :

Al —2X —A3+2X =0
—Ay —2A3+ 3 =0

On a une solution non nulle en prenant par exemple Ay = 0, A3 = 1,

Ao = —2, A1y = —3. Donc la famille des 4 vecteurs n’est pas libre, donc

E # R4,

2. On suppose a = —2.

(a) on pose ey = (1,—2,2,—-1), e = (—2,3,-2,1), e3 = (—1,0,2,—1) et
es = (2,-1,-2,1).
On reprend le systéme (x). Avec \y = 0, A3 = 1, Ao = =2, Ay = =3,
on obtient —3e; — 2e5 + e3 = 0. Donc e3 = 3eq + 2es.
Avec \3 = 0, Ay =1, Ay = 3, \{ = 4, on obtient 4e; + 3es + e4 = 0.
Donc €4 = 7461 — 362.
Donc E = Vect(e,e2). Comme €7 et es ne sont pas colinéaires, ils
forment une base de E.

(b) L’espace vectoriel E contient-il un vecteur de la base canonique? Le

vecteur
A—2u=1 A—=2u=0
—2A+3u=0 —2A+3u=0
2\ —2u =0 T Yar—ou=o0
“A+u=0 “A+p=1

On remplacant L3 par L3 + Lo, il vient © = 0 mais on aurait A =0
et A= 1! Donc (1,0,0,0) et (0,0,0,1) n’appartiennent pas a F.

A—=2u=0 A—=2u=0
—2X+3u=1 ou —2X+3u =0
22 —2pu =0 2 —-2pu =1
“A+pu=0 “A+pu=0

On remplacant Ly par Ly + Ly, il vient © = 0 mais on aurait A =0
et A= +1/2! Donc (0,1,0,0) et (0,0,1,0) n’appartiennent pas a E.
Enfin (1,-1,0,0) = —(e1 + e2) donc (1,-1,0,0) € E.

Exercice 2

2 -1 0 1 11 0 0 0
Posons A=|-2 1 2|,P=|2 1 0)JeteD=(0 1 0
2 -1 0 0 1 1 0 0 2

1. Soit B € M3(R). On note F 'ensemble des matrices M de M3(R) telles
que BM = MB.
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Soit (M,N) € F3 et \eR:
(M +AN)B = MB + ANB = BM + ABN = B(M + AN)

Donc M + AN € Fg. Donc F est un sous-espace vectoriel de M3(R).

a b ¢
2. Soit M =1[d e f
g h 1

0 b 2 0 0 0

MD=10 e 2f et DM=|d e 2f

0 h 2 2g 2h 2i

Donc MD = DM siseulement sib=c=d=f=g=h=1.
L’ensemble Fp des matrices M telles que M D = DM est le sous-espace
vectoriel engendré par les matrices :

1 00 00 0 000
En=(0 0 0], Exn=[01 0], Es=[0 0 0
000 000 00 1

Cette famille est une libre (car c’est une sous-famille de la base cano-
nique), elle est donc une base de Fp.
1 0 -1
3. P7l=1-2 1 2 |etP'AP=D.
2 -1 -1
Donc A= PDP~1.

MA =AM <= MPDP~!'=PDP ‘M
~— P 'MPDP'P =P 'PDP'MP
< (P"*MP)D = D(P"'MP)
4. M € F4 si et seulement si P"'MP € Fp.

Donc Ej, = PE;1 P71, E}y = PEy P~ Ely = PE33P~! forment une
famille génératrice de F4 et il est facile de montrer que cette famille est

une base.
1 0 -1 -2 1 2 2 -1 -1
E,=12 0 2|, Ey,=|-2 1 2|, Ej\s=[0 0 0],
0 0 O -2 1 2 2 -1 -1

0 0 1 0

1 0 0 0
o= (3. 2= (3 )

Exercice 3 Avec A = (O 1) et B = <0 0) :
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On trouve les quatre vecteurs de la base canonique. Donc (A, B, AB, BA) est
une base de Ms(R).

Exercice 4

1. La matrice nulle n’est pas inversible donc ’ensemble des matrices inver-
sibles de M,,(K) n’est pas un sous-espace vectoriel de M, (K).

2. L’ensemble T, des matrices triangulaires supérieures est le sous-espace
vectoriel engendré par la famille (E;;)i1<icj<n. Donc T, est un sous-
espace vectoriel de M,,(K). De plus cette famille est libre (comme sous-

n(n+1)
2

famille de la base canonique). Donc T, est de dimension (c’est

le nombre de vecteur de la famille).



