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I - Algèbre linéaire

4) Applications linéaires et matrices

Noyau et image d’une application linéaire, théorème du rang.

En dimension finie : matrice d’un endomorphisme. Formules de changement de base. Matrices
semblables.

Endomorphismes remarquables : homothéties, projecteurs et symétries associés à deux sous-
espaces vectoriels supplémentaires.

5) Sous-espaces stables

Sous-espace stable par un endomorphisme. Endomorphisme induit. En dimension finie, base
adaptée à une décomposition en somme directe. Matrice dans une base adaptée.

6) Trace

Trace d’une matrice carrée, trace d’un endomorphisme. Propriétés de la trace.

7) Hyperplan

Hyperplan d’un espace vectoriel de dimension finie. Équation d’une hyperplan. Équations d’un
sous-espace vectoriel : si E est de dimension n, l’intersection de p hyperplans est de dimension
au moins n− p. Réciproquement, tout sous-espace vectoriel de dimension n− p est l’intersection
de p hyperplans.

II- Fonctions vectorielles d’une variable réelle et courbes
paramétrées du plan

Révision : Calcul de développements limités.

1) Fonctions vectorielles à valeurs dans R2 ou R3

Limite en un point. Continuité en un point, continuité globale. Vecteur dérivé à droite et à gauche
en un point. Fonction dérivée.
Dérivée d’une combinaison linéaire, d’un produit (multiplication par une fonction à valeurs
réelles, produit scalaire, produit vectoriel). Fonction de classe Ck. Dérivées successives d’une
combinaison linéaire, d’un produit (formule de Leibniz). Formule de Taylor-Young.

Questions de cours

1. Montrer que l’intersection de p hyperplans d’un espace de dimension n est de dimension
au moins n− p.

2. Définition d’un sous-espace stable. Cas où l’on connâıt une famille génératrice.

3. Limite en un point, caractérisation de la limite avec les fonctions coordonnées. Définition
de la continuité en un point et de la continuité globale pour une fonction vectorielle.

4. Dérivation d’un produit scalaire.
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1. Montrer que l’intersection de p hyperplans d’un espace de dimension n est de dimension
au moins n− p.

On raisonne par récurrence. Soit E un espace vectoriel de dimension n et Hp : toute
intersection de p hyperplans de E est de dimension au plus n− p.
Pour p = 2. Soit H1 et H2 deux hyperplans. On a :

n = dimE ≥ dim(H1+H2) = dim(H1)+dim(H2)−dim(H1∩H2) = 2n−2−dim(H1∩H2)

Donc dim(H1 ∩H2) ≥ n− 2.

Soit p ≥ 2 et supposons Hp vraie. Soit H1, . . . ,Hp+1 des hyperplans de E et on pose

F =

p⋂
i=1

Hi de sorte que

p+1⋂
i=1

Hi = F ∩Hp+1. De plus, d’après l’hypothèse de récurrence

dimF ≥ n− p. On a :

n ≥ dim(F +Hp+1) = dimF + dimHp+1 − dim

p+1⋂
i=1

Hi ≥ n− p+ n− 1− dim

p+1⋂
i=1

Hi

Donc dim

p+1⋂
i=1

Hi ≥ n− (p+ 1).

2. Définition d’un sous-espace stable. Cas où l’on connâıt une famille génératrice.

Soit E un espace vectoriel et u un endomorphisme de E. On dit qu’un sous-espace vectoriel
F de E est stable par u lorsque u(x) ∈ F pour tout x de F .

Dans le cas où F = vect(e1, . . . , ek), F est stable par u si et seulement si u(ei) ∈ F pour
tout i ∈ [[1, k]].

En effet, si F est stable par u alors, pour tout i ∈ [[1, k]], u(ei) ∈ F car ei ∈ F .

Réciproquement supposons que pour tout i ∈ [[1, k]], u(ei) ∈ F . Soit x ∈ F . Il existe
(a1, . . . , ak) ∈ Kk tel que x = a1e1 + · · ·+ akek.

Donc, par linéarité :

u(x) = a1u(e1) + · · ·+ aku(ek) ∈ vect(e1, . . . , ek).

3. Limite en un point, caractérisation de la limite avec les fonctions coordonnées. Définition
de la continuité en un point et de la continuité globale pour une fonction vectorielle.

Soit f une fonction d’un intervalle ouvert I à valeurs dans Rn (n ≥ 2)).

On dit que f admet une limite ` ∈ Rn en a lorsque :

∀ε > 0,∃η > 0,∀t ∈ I, |t− a| ≤ η =⇒ ‖f(x)− `‖ ≤ ε.

Si on note (f1, . . . , fn) les fonctions coordonnées de f , (`1, . . . , `n) les coordonnées de `.
La fonction f tend vers ` en a si et seulement si :

∀i ∈ [[1, n]], lim
t→a

fi(t) = `i.

On dit que f est continue en a ∈ I lorsque lim
x→a

f(x) = f(a).

On dit que f est continue sur I lorsque f est continue en tout point de I.
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4. Dérivation d’un produit scalaire.

Soit f et g deux fonctions dérivables de I à valeurs dans Rn. On note (f1, . . . , fn) les
fonctions coordonnées de f et (g1, . . . , gn) celles de g.

La fonction ϕ : t 7−→ 〈f(t), g(t)〉 est dérivable sur Iet :

∀t ∈ I, ϕ′(t) = 〈f ′(t), g(t)〉+ 〈f(t), g′(t)〉.

En effet :

ϕ(t) =

n∑
i=1

fi(t)gi(t).

Donc ϕ est dérivable comme somme de produits de fonctions dérivables, de plus :

ϕ′(t) =

n∑
i=1

(f ′i(t)gi(t) + fi(t)g
′
i(t))

=

n∑
i=1

f ′i(t)gi(t) +

n∑
i=1

fi(t)g
′
i(t)

= 〈f ′(t), g(t)〉+ 〈f(t), g′(t)〉.
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