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II- Fonctions vectorielles d’une variable réelle et courbes
paramétrées du plan

3) Propriétés métriques d’une courbe plane
Longueur d’une courbe paramétrée. Abscisse curviligne, paramétrage par abscisse curviligne.

Repere de Frenet, formules de Frenet, courbure en un point régulier. Orientation d’une courbe.

da
Théoreme de relevement. Expression de la courbure v = e Rayon de courbure en un point
s

birégulier. Centre de courbure. Cercle de courbure.
4) Enveloppe d’une famille de droites. Développée
Enveloppe d’une famille de droites données par une représentation paramétrique.

Développée d’une courbure réguliere : ensemble des centres de courbure. Caractérisation comme
enveloppe des normales.

I1I- Intégrales généralisées

1) Intégrale d’une fonction continue sur intervalle
Intégrale convergente d’une fonction continue sur [a, b].
Théoréme de comparaison pour les fonctions positives (inégalité, < grand O », équivalent)

“+o0 1 1 1 +oo 1
Intégrales de référence : / t—adu / t—adu / exp(—at)dt, / Intdt.
1 0 0 0

Rélation de Chasles, intégration par parties, changement de variable.

Questions de cours :

1. Définitions : courbure, rayon de courbure, centre de courbure. Démonstration des formules

de Frenet.

do
2. Repere de Frenet et théoreme de relevement. Preuve de la formule vy = —

ds

3. Définition de la développée. Démontrer que la développée est 'enveloppe des normales.

4. Donner et justifier la nature des intégrales de référence.

1. Définitions : courbure, rayon de courbure, centre de courbure. Démonstration des formules
de Frenet.

Soit C une courbe paramétrée par une abscisse curviligne s — f(s) (donc || f/(s)|| =1 et
en particulier la courbe est réguliere).

Il existe y(s) € R appelé courbure de C en M = f(s) tel que :

T« N7

ds ds

d d
Preuve : en dérivant ||?H2 =1,ona (d—, ?} = 0. Donc T est colinéaire & N. On en
s s

déduit 'existence de 7.
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d
De méme, en dérivant ||Nz\|2 = 1, on montre qu’il existe k tel que T KT
s

En dérivant (?, Nk) = 0, on montre que k = —v.

d
2. Repére de Frenet et théoréme de relévement. Preuve de la formule v = d—a
s
Soit C une courbe réguliere paramétrée par une f de classe C2 de I dans R2.
X X . f't)
On appelle repere de Frenet en M = f(t) le repere (M; ?(t),ﬁ(t)) ou T = ZO] et

ﬁ(t) le vecteur qui compléte ?(t) en une base orthonormée directe.
D’apres le théoréme de relevement, il existe une fonction a de classe C! telle que :

viel, T(t)= (2?58((;));)

On dérive :

a7 " (_ sin(at(;f)))

dt cos(a(t))
Comme (?(t), ﬁ(t)) est une base directe :

o - (o)

cos(a(t))
Donc si s =t est un paramétrage par abscisse curviligne, d’apres la premiere formule de
Frenet o/(s) = v(s).
3. Définition de la développée. Démontrer que la développée est l’enveloppe des normales.
La développée d’une courbe est ’ensemble de ses centres de courbure.

Soit f une courbe réguliere, paramétrée par abscisse curviligne.

On note (?,ﬁ) la base de Frenet en M = f(s). On cherche I'enveloppe des normales
sous la forme :

9(s) = £(s) + A(s)N.
On dérive. D’apres la deuxiéme formule de Frenet et comme f/(s) = T .
9(5) = F/(9) + A(s)(=1(8)T) + N (s)N
= (1= X&) T + XN (s)N
Or ¢'(s) est colinéaire & N (par définition de ’enveloppe). Donc 1 — A(s)y(s) = 0, d’on
A(s) = R(s).

On pose P = g(s), on a :
PM = R(s)N.

Donc P est le centre de courbure de f au point M = f(s).

4. Donner et justifier la nature des intégrales de référence.

+oo
(i) / t—adt converge si a > 1, elle diverge si a < 1.
1

1
1
(ii) / t—adt converge si o < 1, elle diverge si oo > 1.
0
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+oo
(iii) / e~ “'dt converge si a > 0, elle diverge si a < 0.
0
1
(iv) / In(t)dt est convergente.
0

“1 'l el
On a / Edt = Inx pour tout « > 0. Les intégrales / n dt et / n dt divergent car
0 1

1
Inx — —ococetlnx — —+oo.
x—0 r—~+00

. 1 1 1
Soit o # 1. Ona/1 tadt_l—a<xa—1_l> pour tout x > 0.

. 1
Si o > 1 alors
xre— o=l z st00

! teo g
— 0 donc — dt diverge et —dt

converge.

Si a < 1 alors

' teoq
— 400 donc — dt converge et —dt
o t* 1t

-1 20 21 25400
diverge.
1 —e

xr
e
Soit @ # 0. On a / e *dt = ———— pour tout > 0
0 «

“+o0
Sia>0alorse™™ — 0et / e~ *'dt est convergente.
r—+00 0

+oo
Sia<0alorse™ @ — +o00 et / e~ dt est divergente.
r——+0o0 0

1 1
Pour tout x > 0, on a / Intdt = {tlnt — t} = —-1l—zlhez+xet zlnz _6 0 par
z—

T x

1
croissance comparée. Donc / Intdt est convergente.
0



