
PT - Lycée Pierre de Coubertin 10 novembre 2022

Maths - Interrogation 2 - corrigé

Exercice 1 (4 points)∫ x

0

f(t)dt =

∫ x

0

t

1 + t2
− t

2 + t2
dt =

1

2

[
ln(t2 + 1)− ln(t2 + 2)

]x
0

=
1

2
ln

(
x2 + 1

x2 + 2

)
+

1

2
ln 2.

On fait tendre x vers +∞ et il vient que I est une intégrale convergente et que I = 1
2 ln 2.

Exercice 2 (6 points)

1. La fonction x 7−→ 1

(1+x2)
3
2

est définie sur R+ et elle est continue sur cet ensemble.

De plus,
1

(1 + x2)
3
2

∼
x→+∞

1

x3
. Comme l’intégrale

∫ +∞

1

1

t3
dt converge, l’intégrale I converge

aussi.

2. La fonction f est dérivable sur R+∗ et f ′(x) = 1
2

(
− 1

t2 − 1
)
< 0 donc f est stricte-

ment décroissante. De plus lim
0
f = +∞ et lim

+∞
f = −∞, donc f est bijective (c’est une

conséquence du théorème des valeurs intermédiaires).

3. Par le changement de variable suggéré :

I =

∫ 1

0

1(
1 +

(
1−t2
2t

)2)3/2 × 1

2

(
1

t2
+ 1

)
dt

=
1

2

∫ 1

0

(4t2)3/2

(1 + t2)3
× 1 + t2

t2
dt

= 4

∫ 1

0

t

(1 + t2)2
dt = 2

[
− 1

1 + t2

]1
0

= 1

Exercice 3 (5 points)

1. L’intégrale est généralisée parce que la fonction t 7−→ t2 ln t n’est pas définie en 0.

Comme |t2 ln t| 6 | ln t| pour tout t ∈]0, 1] et la fonction t 7−→ ln t est intégrable sur ]0, 1],
l’intégrale I est convergente.

2. On pose u(t) = ln t et v(t) = 1
3 t

3.

Par croissance comparée, u(t)×v(t) tend vers 0 lorsque t tend vers 0. Donc, par intégration
par parties :

I =
[1

3
t3 ln t

]1
0
−
∫ 1

0

1

3
t2dt = −1

9
.

Exercice 4 (5 points)
f(t) ∼

t→−1
1√
3
× 1

t+1 et t 7−→ 1
t+1 n’est pas intégrable sur ]− 1, 2] (α = 1 > 1). Donc f n’est pas

intégrable sur ]− 1, 2[.
f(t) ∼

t→2+

1
3
√
t−2 et t 7−→ 1√

t−2 est intégrable sur ]2, 3] (α = 1
2 < 1).

f(t) ∼
t→+∞

1
t3/2

et t 7−→ 1
t3/2

est intégrable sur [3,+∞] (α = 3
2 > 1).

On en déduit que f est intégrable sur ]2,+∞[.
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