PT - Lycée Pierre de Coubertin 11 octobre 2024

Maths - DS2 - corrigé

Exercice 1

1.

Comme PQ =1 et PQ = /2% +y}, on a z3 +yg = 1 donc il existe ¢ €|, 7] tel que
Tp = cost, yg = sint.
La droite D; passe par le point P et elle est dirigée par le vecteur 1@ donc elle est
paramétrée par :

x =cost— Acost

y = Asint

Donc on cherche une fonction vectorielle g de la forme g(t) = ((1 — A(t)) cost, A(t) sint)
ol A est une fonction telle que det(g'(t), @) =0.

(t))sint —cost

o wn2 2 .2
cost sint | = —sin t 4+ A\(t)(cos® t + sin” t)

aents' (0. 7) = |0

On en déduit que \(t) = sin® ¢ puis que Penveloppe est paramétrée par :

x =cos’t
.3 tG]—ﬂ',’lT]
y =sin"t

On a cos®(—t) = cos®(t) et sin®(—t) = — sin®(t) pour tout ¢, donc I'enveloppe est symétrique
par rapport a 'axe des ordonnées.

On a cos®(m — t) = —cos®(t) et sin®(m — t) = sin®(¢) pour tout ¢, donc I'enveloppe est
symétrique par rapport a l'axe des abscisses.

On a cos? (g — t) = sin3(t) pour tout ¢t donc ’enveloppe est symétrique par rapport a la
droite d’équation y = x.

. 2'(t) = —3sintcos® t et 3/ (t) = 3costsin? t. Donc 2’(0) = 3'(0) = 0. Le point de paramétre

0 (c’est-a-dire le point A) est un point singulier.

On a:
(t) = —3(cos®t — 2sin®t cost)

x//
y'(t) = 3(—sin®t + 2 cos® tsint)

Donc z”(0) = —3 et /(0) = 0. Donc p = 2 et le point A est un point de rebroussement.

. La droite Dy est ’axe des abscisses, la droite D/, est 'axe des ordonnées et la droite Dy

est 'axe des abscisses.
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Exercice 2

1.
2.

Les fonctions coordonnées de f sont de classe C* donc f est de classe C*.

2’ (t) = 2(t — 1)e*" + ' = (2t — 1)e*

y'(t) = (3 —2t)e’ — 2e’ = (1 — 2t)e’
La fonction x est décroisante sur | — oo, 1/2], croissante sur [1/2, +0o0[.
La fonction y est croisante sur | — 0o, 1/2], décroissante sur [1/2, 4o0].

On a f(t) = (0,0) si et seulement si ¢ = 1. Donc la courbe admet pour unique point
singulier le point B = f(1/2) = (—3e,2e!/?).
De plus :

2 (t) = 2(2t — 1)e* + 2e* = 4te?!

y'(t) = (1 —2t)e" — 2e' = —(2t + 1)e’
Donc f"(1/2) = (2e, —24/e) et le point B est un point de rebroussement. La tangente en
ce point est dirigée par (e, —y/e).
B () = 4(2t + 1)e*
y@(t) = —(2t + 3)e’

Donc f3)(1/2) = (8e,—4\/e) = 4(2e, —/e). Ce vecteur n’est pas colinéaire & f"(1/2).
Donc ¢ = 3. 1l s’agit d’un point de rebroussement de premiere espece.

. D’apres le tableau de variation, on obtient une branche infinie lorsque ¢ tend vers +oo

puisque les deux coordonnées tendent vers l'infini.

Comme y(t)/x(t) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 400, la direction asymptotique est hori-
zontale.
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5. Par croissance comparée, les fonctions coordonnées ont pour limite 0 en —oo. Donc
. lim f(¢) = (0,0). Donc les points de la courbe sont proches de O lorsque ¢ tend vers —co.
——00

6. Comme ||f(t)]] e y(t), on a t_l}ir_noo ||§E2| =(0,1).

La courbe admet une tangente verticale en O.
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Exercice 3

Partie 1 Questions préliminaires

1. (a) L’affixe de I'image est 2’ = €%z

(b) L’affixe de I'image est 2’ = az

(¢) Onnote M’(z") 'image de M par la rotation et M"(z") 'image de M’ par ’homothétie.
On a2 =ez et 2’ = a2’ = ae'z.
On note M (z1) 'image de M par 'homothétie et My (22) 'image de My par la rotation.
On a z; = az et 29 = 2 = aet?z.

Comme 23 = 2", on a bien h, 019 = 19 0 hy.

1
sinasinb = —§(cos(a +b) — cos(a — b))

—_

sinacosb = —(sin(a + b) + sin(a — b))

[\]
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(b) Avecp=a+betg=a—b,onaa="2et b= L7 etil vient :

. . (p+q\ . (P—q
cosp —cosq = —2sin sin
2 2
sinp + sinq = 2sin (p;rq> cos <p2q>

Partie 2 Etude d’une courbe

1. On note (z(t),y(t)) les coordonnées de M;. Donc z(t) = z(t) + iy(t). L’affixe de vecteur

P, M est z(t) — 2e' Donc : _ _
2(t) — 2" = 72"

On en déduit que z(t) = 2 cos(t) + cos(2t) et y(t) = 2sin(t) — sin(2t).

2.z (t+ &) = 26125 e 200 = oI5 4(1).
Donc (question 1 de la partie 1) Paffixe de M, 2z et laffixe de I'image de M, par la
rotation de centre O et d’angle 27” sont égales. On en déduit que la courbe est invariante
par rotation d’angle 2m/3.

3. Les fonctions x et y sont 27-périodique donc on étudie la courbe sur un intervalle de
longueur 27. Comme la fonction est invariante par rotation d’angle 27/3, on peut se
limiter & lintervalle [—7/3,7/3] et on complétera par rotation de centre O et d’angles
27/3 et —27/3. Comme la fonction x est paire et la fonction y est impaire, on peut se
limiter & [0,7/3] et on complétera symétrie par rapport a ’axe des abscisses.

3t t
2/ (t) = —2sint — 2sin(2t) = —4sin (2> Cos (2)

t

14
y'(t) = 2cost — 2cos(2t) = 4sin (32> sin <2)

6. Supposons que ¢t € [0,7/3]. On a 3t/2 € [0,7/2] donc le cosinus et le sinus de 3t/2 sont
positifs. De plus le cosinus et le sinus de ¢/2 sont positifs puisque 0 < ¢/2 < 7/2.

Donc, sur [0, /3], la fonction 2’ est négative et la fonction y' est positive. Donc la fonction
x est décroissante et la fonction y est croissante sur [0, 7/3].

Le point de parameétre ¢ = 0 a pour coordonnées (3,0) et le point de parametre ¢t = 7/3
a pour coordonnées (1/2,v/3/2).

7. Le point de parametre ¢t = 0 est un point singulier puisque z’(0) = y'(0) = 0.
2 (t) = —2cost — 4 cos(2t)
y"(t) = —2sint + 4sin(2t)
Donc z”(0) = —6 et y(0) = 0. Il s’agit d’un point de rebroussement et la tangente en ce

point est horizontale. Comme la courbe est symétrique par rapport a ’axe des abscisses,
c’est un point de rebroussement de premiere espece.
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0= a/ﬂ/g Vo (62 + i/ (8)2dt
0

w/3
24 / sin(3t/2)dt
0

/3
16 {— cos (325)] =16
2/]

Exercice 4

1. (a)

On note C1, Cs, C3, Cy4 les colonnes de A. On remarque que Co = Cy — Cy et C5 =
2C1 4+ Cjy. De plus et que Cy et C4 ne sont pas colinéaires donc (Cq,Cy) est une base
de Im f.

Non car (1,1,0,—1) € Im f N ker f.
1 -2 1 -1

A2 = ‘02 3 —02 g ot A3 = 342,
-4 8 —4 4

Le sous-espace vectoriel ker f2 a pour équation z — 2y + z —t = 0. C’est un hyperplan
car il est défini par une (seule) équation (et non pas par un systéme de plusieurs
équations).

) Le vecteur (1,—2,0,—4) forme une base de Im f2.

Soit X € Im f2 Nker f2. Alors il existe A tel que X = (), —2),0,—4)). Comme X
vérifie 'équation z — 2y + 2z —t =0, on a 9\ =0, d’ou X = 0.
On en déduit, avec le théoreme du rang, que ker 2 et Im f2 sont supplémentaires.

Comme A? = 343, on a immédiatement Im f? = Im f3.

) Soit y € Im fF+1. 1l existe z € E, tel que y = f**1(z) = f*(f(z)). Donc y € Im f*.

D’ou inclusion. Donc rang f*t! = dimIm f*t! < dimIm f* = rang f*. La suite
(rang fk) ren €St donc décroissante.

La suite (rang f*), _ est donc décroissante et minorée par 0. Donc elle converge. Mais
comme c’est une suite d’entiers, elle est stationnaire. Autrement dit il existe kg € N*
tel que Im f* = Im f*o pour tout k > k.

On a f(F) = fRf+1(F) = fk(F). Donc F est stable par f et ’endomorphisme induit
par f sur F' est surjectif. Comme F' est de dimension finie, cet endomorphisme est
bijectif.

Soit y € Im f*o @ ker f¥o . 1l existe z € F tel que y = f*(x) et on a f*(y) = 0. Mais
alors f2ko(z) = 0. Donc x € ker f2ko.

Comme Im f*o = Im f?*o_ d’apres le théoreme du rang, on a ker f¥ = ker f2%0. Mais
comme ker f*o C ker f2#0, les deux noyaux sont en réalité égaux et ainsi x € ker fo.
On en déduit que y = 0. On conclut en appliquant une nouvelle fois le théoréeme du
rang.
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Baréme : 42 points (30 points pour avoir 20)
Exercice 1 : 7 = 0,5+2+1,5+1+2

Exercice 2 : 10,5 = 0,54+2+2+1+1,5+1,542
Exercice 3 : 12,5

Partie 1 : 3,5 = 0,5+0,54+0,54+141

Partie 2 : 9 = 14+14+14+1+14+1+14-2

Exercice 4 : 12=1+1+1+14+14140.54+14+142+1.5



