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I11- Intégrales généralisées

1) Intégrale d’une fonction continue sur intervalle

Intégrale convergente d’une fonction continue sur [a, b].

Théoréme de comparaison pour les fonctions positives (inégalité, < grand O >, équivalent)

“+o0 1 1 1 +oo 1
Intégrales de référence : / t—adu / t—adu / exp(—at)dt, / In tdt.
1 0 0 0

Rélation de Chasles, intégration par parties, changement de variable.

2) Intégrabilité d’une fonction continue sur un intervalle

Définition d’une fonction intégrable.

Espace vectoriel des fonctions continues intégrables sur I. Linéarité, positivité et croissance de
I’application f — /f(t)dt.
I

Théoréme de comparaison pour les fonctions intégrables (inégalité, < grand O >, équivalent)

Questions de cours

1. Donner et justifier la nature des intégrales de référence.

—+oo
(1) / t—adt converge si o > 1, elle diverge si o < 1.
1
"1
(ii) / t—adt converge si a < 1, elle diverge si o > 1.
0
+o0
(iii) / e~ *'dt converge si a > 0, elle diverge si a < 0.
0

1
(iv) / In(t)dt est convergente.
0

x 1 1 1 —+00 1
On a / ;dt = Inx pour tout = > 0. Les intégrales / n dt et / n dt divergent car
1 0 1

Inzx — —ococetlne — —+oo.

z—0 T—400
. 71 1 1
Soit aw #£ 1. On a —dt = —— — 1) pour tout x > 0.
1 e 1—a \ 22!
' teo
Sia > 1 alors — 400 et — 0 donc — dt diverge et —dt
o1 -0 21 25400 0 to 1 to
converge.
1 1 1 “+o0 1
Sia < 1 alors — O et — o0 donc — dt converge et —dt
x@=1 z—0 o=l z+400 0 to 1 to
diverge.
r 1—e %
Soit & # 0. On a / e~ *dt = ———— pour tout = > 0
0 a

“+o0
Sia>0alorse @ — 0Oet / e **dt est convergente.
0
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“+o0
Sia<0alorse ™™ — +o0 et / e~ *'dt est divergente.
0

T —r—+00
1 1
Pour tout x > 0, on a / Intdt = {tlnt — t} =—-1l—zlnz+x et zlnz — 0 par
T T z—0

1
croissance comparée. Donc / Int dt est convergente.
0

b
. Montrer que si f est une fonction continue intégrable sur ]a,b[ alors / f(t)dt est une
a

intégrale convergente.

On pose fT(x) = 7”(96)';—}0(96) et f7(x) =

positives et continues sur |a, b[. De plus :

[f(2)] = f(x)

5 . Les fonctions f* et f~ sont

Vz €la,b[, fT(z) < |f(z)]

b b
et / | f(x)|dz est convergente, donc, par comparaison / fT(x)dz est également conver-
a a

gente. De méme :
Vo €la,b], [ (z) < |f(x)]

b
donc, par comparaison / f7 (x)dz est également convergente.
a

b
Comme f = f* — f~, on en déduit que / f(z)dx est convergente.
a

. Définitions : intégrale convergente, fonction intégrable.

Soit f est application continue de [a, b[ dans R ou C. Si la fonction 2 — / f(t)dt admet

b
une limite finie en b, on dit que l'intégrale généralisée / f(t)dt converge.
a
Soit f une fonction continue réelle ou complexe) sur un intervalle I dont les bornes sont

b
a et b (a <b). On dit que f est intégrable sur I lorsque / | f(t)|dt est convergente.
a



