PT - Lycée Pierre de Coubertin 22 novembre 2024

Maths - DS3 - 4 heures

Exercice 1 RGN
On se place dans le plan muni du repere orthonormé direct (O, i, j

centre O et de rayon 1.

). On note C le cercle de

)

—

Pour tout ¢ € [0,7/2], on considere le point M () de C tel que 'angle (?, OM (t)) soit égal a t.

On note H (t) le projeté orthogonal de M (t) sur 'axe des abscisses, P(t) le symétrique de O par
rapport & H(t), et D; la droite passant par les points M(t) et P(t).

1. Faire une figure en prenant ¢ = 7.
2. Déterminer 'enveloppe I' des droites (D¢)o<t<n/2-

3. Calculer la longueur de la courbe I'.

Exercice 2 On considere la suite (S,,) définie par :
VYn e N*, S, = i L
5 n = \/E

1 1
1. Donner la nature des séries — et ——. Quelle est la limite de la suite (S,,) ?
2 Vi A o

2. Montrer que pour tout k € N*, on a :

1 k+1 1 1
g/ —dt < —.
Vk+1 kot VEk

Accompagner la réponse d’un schéma.

3. Montrer que pour tout n > 2, on a :

Sn—1<2(v/n—1)< 8, —

Si-

En déduire un encadrement puis un équivalent de S,,.

4. On consideére la suite (u,) définie par :

Yn e N*,  wu, =5, —2Vn.

(a) Donner le développement limité a ’ordre de 2 de v/1 — x lorsque = tend vers 0.
(b) Vérifier que u,, — up_1 = ﬁ —2v/n (1 —4/1- %) pour tout n € N*.
_ 1
(¢) Montrer que u, — tp—1 T 0] (W)
(d) La série de terme général u,, — u,_1 est-elle convergente ?
(e) La suite (uy,) est-elle convergente ?
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Exercice 3 Pour tout n € N, on pose :

7.

A

+o0 +oo
I, = / t" exp(—t?)dt, J, = / " exp(—t?)dt.
0

—00

. Montrer que si f est une fonction paire continue sur R alors les intégrales impropres

+oo 0
/ f(®)dt et / f(t)dt sont de méme nature et elles sont égales en cas de convergence.
0 —oo

Montrer que les intégrales I,, et J, sont convergentes pour tout n € N.
Calculer I.

Soit k € N. Donner une relation entre Iy et Jog. Que vaut Jogqq?
Soit n € N. Donner une relation entre I,, et I, 12.
Montrer qu’il existe C' € R tel que :

(2k)!

= gargy < ¢

Vk € N, Iy

Donner une expression de Is;41 pour tout k € N.

Exercice 4

On note u la fonction ¢t —

21

+oo
. Justifier la convergence et calculer l'intégrale impropre / ﬁdx a l’aide du chan-
0 € e

gement de variable u = e®.

2. Justifier que la fonction w est continue sur |1, +o0l.

Donner un équivalent de u(t) lorsque t tend vers +oo.
K
t —

Montrer qu'’il existe une constante K € R telle que u(t) Kod)
=

—_

2
Quelle est la nature de l'intégrale / u(t)dt?
1

+oo
Quelle est la nature de l'intégrale / u(t)de?
2
+oo 1
1 toy/t2 — 1

est convergente et calculer cette intégrale a 1’aide du chan-

Pour quelles valeurs de a € R, I'intégrale dt est-elle convergente 7

+oo 1
Montrer que / _—
d 1 tvVt? — 1

gement de variable ¢ = ch(u).
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Exercice 5 Soit (a,) la suite définie pour tout n > 1 par :

n+2
n(n+1)

Ay =

1. Quelle est la nature de la série Z an 7 Justifier.

neN*
+oo +oo
2. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres Z —x" et Z anx"”
n
n=1 n=1
+o0
3. Soit f la fonction x — Z —x™.
n
n=1
(a) Justifier que f est dérivable sur | — 1, 1[ et donner une expression simple de f'(z).

En déduire une expression de f(x) pour tout x €] — 1, 1].

(b) Montrer que f est continue sur [—1,1].

= (-1)"
En déduire la valeur de Z —
n=1

4. Montrer qu’il existe des réels « et 3 tels que, pour tout n > 1 :

o B
anp = — +
" n n+l
“+00
5. Soit g la fonction z — Z anx™.
n=1

(a) Donner une expression de g(z) pour tout = €] — 1, 1].

(b) Montrer que g(z) ~ In(1 — ).

r—

(¢) Montrer que g(—1) est bien défini et donner sa valeur.



