PTB-Lycée Gustave FEiffel Année 2024-2025

Semaine 3 (07/10-11/10) : intégration

Consignes La colle débute par la restitution écrite d’énoncés mathématiques choisis par I’examinateur
dans la liste fournie ci-apres. Cette restitution n'excedera pas 10 minutes sinon les énoncés manquants
seront considérés comme non sus. Pour cette semaine :

— 1DL

— 1 énoncé pioché dans « Continuité », « Dérivabilité » ou « intégration sur un segment ».

— 1 fonction trigonométrique réciproque

— Intégrales de référence.

— 1 énoncé pioché dans «intégration sur un intervalle quelconque » hors intégrales de référence.

La colle se poursuivra par la résolution d'un ou plusieurs exercices fournis par I'’examinateur dans le cadre
des exigibles et du programme détaillé dans la suite.

Notation La connaissance du cours détermine la fourchette dans laquelle sera évalué I'étudiant :

— 5 énoncés sus : note minimale de 9/20;
— 1 énoncé erroné ou non su : note maximale de 13/20;
— 2 énoncés erronés ou non sus : note maximale de 9/20;

— au moins 3 énoncés erronés ou non sus : note maximale de 5/20.

Les colleurs sont libres d'utiliser toutes les notes allant de 0 a 20 dans le respect des contraintes ci-dessus.

Enoncés
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Théoremes sous hypothese de continuité

Théoreme des valeurs intermédiaires. Toute fonction continue sur un intervalle I a valeurs réelles et prenant
deux valeurs de signes opposés s’annule au moins une fois sur 1.

Bornes atteintes. Soit f une fonction continue sur le segment [a, b] et a valeurs réelles.
Alors f est bornée et atteint ses bornes : elle possede un minimum et un maximum.
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Bijection continue. Soit f continue et strictement monotone sur un intervalle I.
Alors f réalise une bijection de I sur J = f(I) et f~!: J — I est continue et strictement monotone de méme

monotonie que f.

Théoremes sous hypothese de dérivabilité

Dérivée de la réciproque. Soit une fonction f: I — R strictement monotone et dérivableen x € I.
Alors f~! est dérivable en y = f(x) ssi f'(x) #0, et dans ce cas (f 1)/ (y) = f,(x) f’[f‘ll(y)]'

Egalité des accroissements finis. Soit f continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, bl.
Alors il existe ¢ €]a, b| vérifiant f'(c) = [B-t@ (b) f @

Inégalité des accroissements finis. Soit f continue et dérivable sur [ et vérifiant: 3K > 0,Vx € I,| f'(x)| < K.
Alors: VY (x,y)€I?, |f(x)—f(»I<K|x—yl.

Limite de la dérivée. Soit f continue sur [a, b], dérivable sur [a, b| et vérifiant f’(x) —b> leR.

X—
Alors f est dérivable en b et f'(b) = ¢

Fonctions trigonométriques réciproques

Arccos

Arcsin Arctan

ol

y = Arccos(x)

y=sin(x)

|
RN
1]
—
N

réalise une bijection continue

réalise une bijection continue

réalise une bijection continue

de[-1,1] sur [, 7] de [-1,1] sur [0, 7] deRsur |-7,7|
Arcsinx = 0 ssi sind :,,x 7 Arccosx = 0 ssi cos6 = x Arctanx = 0 ssi tanf = x
0€[_§,§] 6 € [0, ] Q¢ ]_E’E

Vxe€]—-1,1[, Arcsin’(x) = =

s
—

=X

1
V1-x?

Vxe]—-1,1[, Arccos’ (x) = —

Vx€R, Arctan’(x) = T x2

Intégration sur un segment

Sommes de Riemann sur [0, 1]. Soit f continue sur le segment [0, 1].

Alors%ZZ;éf(n)—’fo fEt—Zk 1f( ) o0 fo

n—+oo

Théoréme fondamental de l'intégration. Soit f continue sur un intervalle I et soit a € I.

Alors F: x— [7 f estde classe ¢ sur I et vérifie F'(x) = f(x), pour tout x € I.

Dérivéede G: x— f:{(f,) f(©)dt. Soit f continue sur un intervalle I. Soient u, v : J — I dérivables.

v(x)

Alors G: x—

u(x)

Vxe],

f(©)dt est définie et dérivable sur J :

Gx)=v'(0)-flvx)] -
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Intégration sur un intervalle quelconque

Définition de la cv d'une intégrale sur [a, b[. Soit f € € ([a, b[,R). Lintégrale [, f f(r)dt est dite convergente si
X N . . .
X— fa f(t)dt possede une limite finie en b.

CVA d’une intégrale, intégrabilité. [ f est dite absolument convergente ou f est dite intégrable sur I si [;|f]
cv. Dans ce cas, [ f est également convergente.

Intégrales de référence. f;"° 4L cvssia > 1; [ & cvssia <1; [y e MdtcvssiA>0; f) In(Hdt cv.

Caractérisation de la cv des intégrales de fonctions positives. Soit f continue sur [a, b[ et positive.
Alors fff(t)dt cv ssi x — f;f(t)dt est majorée sur [a, bl.

Critere de majoration/minoration des intégrales de fonctions positives. Soient f et g continues sur [a, b[
vérifiant 0 < f(#) < g(¢), pour tout ¢ € [a, bl.
Alors : sil'intégrale | f g cv, alors l'intégrale [ f f cv; silintégrale [ f f dv, alors I'intégrale [ : g dv.

Critere d’équivalence des intégrales de fonctions positives. Soient f et g continues sur [a, b|, positives et
vérifiant f (1) > g(1).

Alors:fff cvssiffgcv.

Critere de négligeabilité/domination pour les fonctions intégrables. Soient f, g : [a, b[— K continues sur
[a, b[ et vérifiant f (1) = op[g(#)] ou f(t) = Op[g(?)]. Alors, si g est intégrable sur [a, b|, f I'est également.

Intégration par parties. Soient u et v deux fonctions de classe ¢! sur I. Si le crochet [uv]fZ converge, les

o b b 5
intégrales [ u'v et [ uv' sont de méme nature. En cas de convergence :

fabu'v=[uv]2—/ubuv’, oll [uv]::(lilrgnuv)—(lignuv).

Changement de variable u = ¢(t). Soient ¢ : ] — I de classe ¢! et strictement monotone, et f: I — K
continue. Alors les intégrales f ] flo(Ole'(ndt et f 1 f(w)du sont de méme nature. En cas de convergence :

S [ flo(D]lg'(1)dt i@ est strictement croissante,

ff(u)duz
I

-/ 7 flo(O]g'(r)dr  si @ est strictement décroissante.

Programme détaillé

Liste des exigibles
— mettre en évidence une impropreté dans une intégrale généralisée;
— connaitre les intégrales de référence;

— pouvoir établir la convergence d’'une intégrale ou I'intégrabilité d'une fonction au voisinage d'un point
via les théorémes de comparaison;

— pouvoir mettre en pratique une intégration par parties sur un intervalle quelconque;

— pouvoir mettre en pratique un changement de variable sur un intervalle quelconque.
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I) Intégrale d'une fonction continue sur un segment

II) Intégration d'une fonction continue sur un inter-
valle quelconque

1) Intégration sur un intervalle semi-ouvert

* Soit f € € ([a, bl,K). On dit que I'intégrale fff cv
Six— f; f possede une limite finie en b.

*Onditque f € ¥ ([a, b[,K) est intégrable sur [a, b|
ou que l'intégrale [, f fevasi [, f Iflcv
2) Intégration sur un intervalle ouvert ] a, b(

* Soit f € € (la, b[,K). On dit que I'intégrale fff cv
si x— [ posséde une limite finie en a et b.

I1D) Etude de la nature de l'intégrale d’'une fonction
de signe constant

1) Intégrales de référence
* Intégrales de Riemann.
o —[ldt/t*cvssia<l.
— [l dt/t¥ cvssia> 1.
o [F®eMdtcvssid>0.
* [y In(Hdt cv
2) Critéres de comparaison pour les fonctions de
signe constant au voisinage de I'impropreté
* Soit f € ' ([a, b[,R) (resp ]a, b]) positive au voisi-
nage de b (resp. a). Alors f:f cvssix— [0 f
(resp. x — fxb f) est majorée sur [a,b[ (resp.
la, b)).
* Critere de majoration/minoration.

* Critére d’équivalence.

IV) Propriétés des intégrales convergentes et intégra-
bilité
1) Propriétés des intégrales convergentes
e Soient f,g € € (I,KK).

—Soit A #0. Alors [; f et [;(Af) sont de méme
nature, et en cas de convergence f [Af) =

At

—Sif, fet[;gcvalors [,(f+g) cvet [;(f+8) =
fif+/8

—Si [;fcvet [,g dv, alors [;(f+g) dv.

—Si [;f et [;g dv, on ne peut pas conclure
quant a la nature de [;(f + g).

* Relation de Chasles.

e Intégration par parties.

* Changement de variable.
2) Fonctions intégrables

*On dit que f est intégrable sur I ou que [, f
converge absolument si [;|f| cv.

e ensemble des fonctions continues et inté-
grables sur I a valeurs dans K est un sev de K.

¢ Soit f une fonction continue sur I vérifiant
J71fI=0.Alors f =0.

* Parties positive et négative d'une fonction.

* Convergence absolue implique convergence.

e [négalité triangulaire.

¢ Critere de négligeabilité/domination.
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