PTB-Lycée Gustave FEiffel Année 2025-2026

Semaine 4 (06/10-10/10) : analyse de 1™ année; intégration

Consignes La colle débute par la restitution écrite d’'un énoncé mathématique choisi par I'examinateur
dans la liste fournie ci-apres, et par un calcul au choix de la liste suivante :

— recherche d'une primitive de ¢ — cos®(ar)sin? (B1), ou (k,¢) € N? et (a,B) € R?:

— recherche d’'une primitive de t— e%' cos(ft) ou de t— e%'sin(B¢), ol1 (a, B) € R?;

— calcul d’'une intégrale sur un segment a I'aide d'un changement de variable donné.
Tout ceci n'excédera pas 10 minutes.

La colle se poursuivra par la résolution d'un ou plusieurs exercices fournis par I’examinateur dans le cadre
des exigibles et du programme détaillé dans la suite.

Notation La connaissance du cours et le calcul déterminent la fourchette dans laquelle sera évalué I'étu-
diant :

— énoncé su et calcul correct : note minimale de 11/20;
— énoncé non su et calcul faux : note maximale de 7/20;
— autre situation : note comprise entre 8 et 14.

Les colleurs sont libres d'utiliser toutes les notes allant de 0 a 20 dans le respect des contraintes ci-dessus.

Enoncés

Définition de la cv d’'une intégrale sur [a, b[. Soit f € € ((a, b[,R). Lintégrale f f f(r)dt est dite convergente si
x— [7 f(r)dt posséde une limite finie en b.

CVA d’une intégrale, intégrabilité. Lintégrale [, f est dite absolument convergente ou f est dite intégrable
sur I sil'intégrale [;|f| converge. Dans ce cas, I'intégrale [, f est également convergente.

Intégrales de référence. f1+°° % cvssia>1; fol % cvssia<1; f0+°° e Mdrcvssid>0; fol In()d¢ cv.

Caractérisation de la cv des intégrales de fonctions positives. Soit f continue sur [a, b et positive.
Alors f:f(t)dt cvssix— [7 f()dr est majorée sur [a, bI.

Critéere de majoration/minoration des intégrales de fonctions positives. Soient f et g continues sur [a, b[
vérifiant 0 < f(¢) < g(#), pour tout £ € [a, b[.
Alors : sil'intégrale | : g cv, alors l'intégrale [ f f cv; silintégrale [ : f dv, alors I'intégrale [ : gdv.

Critere d’équivalence des intégrales de fonctions positives. Soient f et g continues sur [a, b, positives et
vérifiant f(¢) > g(1).

Alors: [? fevssi [P g cv.

Critere de négligeabilité/domination pour les fonctions intégrables. Soient f, g : [a, b[— K continues sur
[a, bl et vérifiant f (1) = op[g(1)] ou f(¥) = Oplg(r)]. Alors, si g est intégrable sur [a, b|, f 'est également.

Intégration par parties. Soient u et v deux fonctions de classe ¢! sur [a, bl. Si le crochet [uv]z converge, les

o b b A
intégrales [ u'v et [ uv' sont de méme nature. En cas de convergence :

fubu’v:[uv]Z—fabuv', ol [uv]Z:(liinuv)—(li}lnuv).
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Changement de variable t = ¢(u). Soit ¢ :]a, B[—]a, bl de classe ! et bijective (donc strictement monotone),

-1
et soit f :]a, b|— K continue. Alors les intégrales fff(t)dt et f(;p b)

) flo(w)lg' (u)du sont de méme nature, et

égales en cas de convergence.

Programme détaillé

Liste des exigibles

— pouvoir exploiter les théoremes et techniques vues en premiere année pour aborder un exercice
d’analyse;

— mettre en évidence une intégrale généralisée;
— connaitre les intégrales de référence;

— pouvoir établir la convergence de intégrale d'une fonction de signe constant au voisinage de 0 ou de
+o00 via les théorémes de comparaison;

— pouvoir utiliser un changement de variable affine pour se ramener a une intégrale généralisée en 0 ou
en +oo;

— pouvoir établir I'intégrabilité d'une fonction au voisinage d'un point via les théorémes de comparaison.
— pouvoir mettre en pratique une intégration par parties généralisée;

— pouvoir mettre en pratique un changement de variable généralisé.

I) Rappels essentiels de 1™ année ¢ Criteres de comparaison

II) Intégration d’'une fonction continue sur un inter- 3) Manipulation des intégrales convergentes

valle quelconque
1) Intégrales généralisées * Linéarite.

* Définition de la convergence d'une intégrale sur « Changement de variable.

un intervalle quelconque. o .
. , ny e Intégration par parties.
* Définition de la convergence absolue d'une inté-

grale sur un intervalle quelconque. 4) Fonctions intégrables
2) Nature de l'intégrale d’'une fonction de signe

* Définition de I'intégrabilité d'une fonction sur un
constant

intervalle.
e Intégrales de référence
s e , ¢ Inégalité triangulaire.
* Critére de convergence de I'intégrale d'une fonc- egalite triangulaire

tion positive. * Critere de négligeabilité/domination.
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