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Semaine 6 (03/11-07/11) : déterminants; diagonalisation

Consignes La colle débute par la restitution écrite d’'un énoncé mathématique choisi par I'’examinateur
dans la liste fournie ci-apres, et par la recherche des éléments propres d'une matrice 3 x 3 (valeurs propres et
sous-espaces propres).

Tout ceci n'excédera pas 20 minutes.

La colle se poursuivra par la résolution d’'un ou plusieurs exercices fournis par I'examinateur dans le cadre
des exigibles et du programme détaillé dans la suite.

/\ Bien que le cours sur la trigonalisation ait été traité et des exemples présentés, on évitera les exercices de
trigonalisation cette semaine.

Notation La connaissance du cours et le calcul déterminent la fourchette dans laquelle sera évalué I'étu-
diant:

— énoncé su et calcul correct : note minimale de 11/20;
— énoncé non su et calcul faux : note maximale de 7/20;
— autre situation : note comprise entre 8 et 14.

Les colleurs sont libres d'utiliser toutes les notes allant de 0 a 20 dans le respect des contraintes ci-dessus.

Enoncés
Déterminant d’'une matrice carrée

Définition du déterminant matriciel. Le déterminant n x n est 'unique application f de .#,(K) dans K
vérifiant les points suivants :

(i) f estlinéaire par rapport a chaque colonne;
(ii) I'échange de deux colonnes multiplie la valeur de f par —1;
(iii) f(Z,)=1.

Déterminant triangulaire. Le déterminant d’'une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients diago-
naux.

Propriétés du déterminant. Pour tout A € K, pour toutes matrices A, B € .4, (K) :
— det(1A) = A" det(A);
— det(AT) = det(A);
— A€eGL,(K) ssidet(A) #0 et dans ce cas det(A™1) = 1/ det(A);
— det(AB) = det(A) det(B) = det(BA).

n .
Développement par rapport a Cp. det(A) = Z (—1)i+¢ a; ¢Ni ¢
i=1

n .
Développement par rapport a Lg. det(A) = Z (-1 ak,jA,j
j=1
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Eléments propres

Définition d'une valeur propre. On dit que A eK estune vp de A € .#,(K) (resp. de ue .,% (E)) s’il existe un
vecteur X € ./, 1(K) (resp. un vecteur x € E) non nul vérifiant AX = AX (resp. u(x) = Ax)

Lien entre les vp et le polyndme caractéristique. Les vp de A € .#,(K) (resp. de u € £ (E) sidimE =neN")
sont les racines de y 4 (resp. x,), ou y a(¥) =det(¢tI, — A) = t" —tr(A) "y 4 (=) det A.

Définition d'un vecteur propre. Le vecteur colonne X € ./, iy, 1(K) (resp. le vecteur X € E) estun Vp de A€
M (K) (resp. de u e Z(E)) associé alavp A €K si X (resp x) estnon nul et si AX = A1X (resp. u(x) = Ax)

Définition d’'un sous-espace propre. Pour toute vp 1 € K de A € .#,,(K) (resp. de u € .Z(E)), on définit le
sous-espace progre Ej(A) gesp. @L(u)) par E;(A) =Ker(A-Al,) ={X¢€ ///n,l(K) : AX =AX} (resp. Ex(w) =
Ker(u—Aidg) ={x € E: u(x)=Ax}).

Propriétés des éléments propres

— . — — — . . 3 s
vp et droite stable. Un vecteur x # Og est un vp de u € Z(E) ssila droite engendrée par x est stable par u.

Liberté des vp . Toute famille de vp associés a des vp distinctes est libre. En conséquence, A € .#,(IK) posséde
au plus n vp distinctes. De méme, si E est de dimension finie n € N*, u € .Z(E) posséde au plus n vp distinctes.

Somme de sep. Toute somme de sep associés a des vp distinctes est directe. En conséquence, si A € .4, (K),
alors Z,lesp(A) dim[E} (A)] < n.

Multiplicité d’une valeur propre. Pour A € ./, (K) et A € Sp(A), m(A) =max{keN: (X - A)kIXA}.
De plus, 1 < dim[E} (A)] < m(A).

Réduction

Définition de la dz. u € Z(E) est dz s'il existe une base de E dans laquelle sa matrice est diagonale. A € .#},(K)
est dz si elle est semblable a une matrice diagonale.

Caractérisation de la dz. u € Z(E) (resp. A € .#,(K)) est dz ssi il existe une base de E (resp de %, (K))
formée de vp de u (resp. de A).

CNS de dz portant sur les sep. u € .Z(E) (resp. A€ .#,(K) ) est dz ssi la somme des dimensions de ses sep
est égale a dimE (resp. n).

CNS de dz portant sur y. u € Z(E) (resp. A€ .#,(K) ) est dz ssi son polyndme caractéristique est scindé et la
multiplicité de chaque valeur propre est égale a la dimension du sous-espace propre associé.

CSdedz. Si ue Z(E) (resp. A€ .#,(K)) posséde n valeurs propres deux a deux distinctes, alors u (resp. A)
est dz. C'estle cas si y,, (resp. x 4) est scindé a racines simples.

Programme détaillé

Liste des exigibles
— connaitre I'interprétation géométrique d'un déterminant 2 x 2;
— connaitre les propriétés du déterminant matriciel;

— maitriser les techniques de calculs de déterminants par combinaison linéaire et par développement
par rapport a une ligne ou une colonne;
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— connaitre la définition d'une valeur propre, d'un vecteur propre et d'un sous-espace propre;

— savoir déterminer les valeurs propres a I’aide du polyndme caractéristique;

— savoir déterminer la dimension d'un sous-espace propre.

Chap 3 : déterminants
I) Déterminants 2 x 2
1) Aire orientée

e Interprétation du déterminant 2 x 2 comme I'aire
algébrique d'un parallélogramme.

2) Propriétés du déterminant 2 x 2

¢ [llustrations géométriques des propriétés du dé-
terminant 2 x 2.

II) Déterminant d’'une matrice carrée et d'un endo-
morphisme

1) Déterminant d’'une matrice carrée et propriétés

* Le déterminant n x n est'unique application f
de ./, (K) dans K vérifiant les points suivants :

(i) f estlinéaire par rapport a chaque colonne;
(ii) 'échange de deux colonnes multiplie la va-
leur de f par —1;
(iii) f(I,,) = 1.
edet(1A) = 1" det(A)
* Si une matrice contient deux lignes ou deux co-
lonnes identiques, son déterminant est nul.

* Quand on ajoute a une colonne (resp. une ligne)
une combinaison linéaire des autres, on ne
change pas la valeur du déterminant d'une ma-
trice.

* Le déterminant d'une matrice triangulaire est le
produit de ses coefficients diagonaux.

e det(AB) = det(A)det(B) = det(BA)

* Si une matrice contient deux lignes ou deux co-
lonnes identiques, son déterminant est nul.

e det(1A) = A" det(A)

¢ Une matrice A est inversible ssi det(A) # 0.
* Si Aest inversible, det (A™") = gz
e det(A) =det(AT).

¢ Deux matrices semblables ont le méme détermi-
nant.

2) Mineurs et développement par rapport a une
ligne ou une colonne

* Mineur A ¢ défini comme le déterminant de la

matrice extraite de A en supprimant la k-ieme
ligne et la £-colonne.

e Développement par rapport a C,: det(A) =
Y D a 0,

e Développement par rapport a Li: det(A) =
i D ag Ay

3) Déterminant d'un endomorphisme

* Le déterminant d'un endomorphisme est le dé-
terminant de n'importe laquelle de ses représen-
tations matricielles dans une base.

e det(f o g) =det(f)det(g) =det(go f).
edet(Af) = A" det(f).
* f € GL(E) ssi det(f) #0.

4) Déterminant d’'une famille de vecteurs relative-
ment a une base

edety(U,..., 1L,) =det [Maty(uy,..., 1) |.
A = (?’1,...,?;1) est une base de E ssi
dety (%' #0.
Chap 4 : réduction

I) Eléments propres d'une matrice et d’'un endomor-
phisme

1) Eléments propres d’'une matrice
¢ Définition d'une valeur propre.
* Les propositions suivantes sont équivalentes :
i) Lestvpde A;
ii) Ker(A— A1) # {0};
iii) rg(A - AI,) < m;
iv) A-AI, ¢ GL,(K);
v) det(A—-AI,) =0.

* Polynéme caractéristique : y 4(t) = det(zl, — A)
de degré n et unitaire.

* Les vp de A sontles racines de y 4.
¢ 0 estvp de Assi A n'est pas inversible.

* Si A est triangulaire, alors ses vp sont ses coeffi-
cients diagonaux.

¢ Définition du spectre Sp(A) de A.

¢ Définition d’un vecteur propre, d'un sous-espace
propre.

* Toute famille de vp de A associés a des vp dis-
tinctes est libre.

¢ A possede au plus n vp distinctes.
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* La somme des sep de A est directe.

* La somme des dimensions des sep de A est infé-
rieur ou égal a n.

* Deux matrices semblables ont le méme poly-
ndme caractéristique.

* Multiplicité d'une vp; inégalité 1 < dimE; <
m(A).
2) Eléments propres d’'un endomorphisme
a) Généralités
* Définition des éléments propres.
b) Cas de la dimension finie
* Spectre de u.
e Soient #4 une base de E et A=Matg(u).
— A eSp(u) ssid eSp(A);
— X € Ex(u) ssi X = Mat(x) € E3 (A).
* Transposition aux endomorphismes des résultats
vus pour les matrices.
II) Réduction
1) Diagonalisation des endomorphismes

* u est dz lorsqu’il existe une base de E dans la-
quelle sa matrice est diagonale.

* u est dz ssi il existe une base de E formée de vp
de u.

* u est dz ssila somme des dimensions de ses sep
est égale a dimE (pv admise).

* u est dz ssi y, est scindé et la multiplicité algé-
brique de chaque vp de u est égale a la dimension
du sep associé (pv admise).

* Si u possede n vp distinctes deux a deux, alors u
est dz et ses sep sont tous de dimension 1. C’est
en particulier le cas si y,, est srs.

2) Diagonalisation des matrices carrées

* A est dzsi elle est semblable a une matrice diago-
nale.

* A est dz ssi I'endomorphisme canoniquement
associé a A est dz.

e La trace et le déterminant d'une matrice dz sont
respectivement la somme et le produit de ses vp
comptées avec leurs multiplicités.

¢ A est dz ssila somme des dimensions de ses sep
est égale a n (pvadmise).

* A estdzssi x4 est scindé et la multiplicité algé-
brique de chaque valeur propre de A est égale a
la dimension du sep associé (pv admise).

* Si A possede n vp distinctes deux a deux, alors A
est dz et ses sep sont tous de dimension 1. C’est
en particulier le cas si y 4 est srs.

* Si A est triangulaire avec tous ses coefficients dia-
gonaux deux a deux distincts, alors A est dz.

Page 4/4



