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Semaine 10 (01/12-05/12) : espaces préhilbertiens

Consignes La colle débute par la restitution écrite d’'un énoncé mathématique choisi par I'’examinateur
dans la liste fournie ci-apres, et par la démonstration du fait qu'un des « produits scalaires a connaitre » est
bien un produit scalaire.

Tout ceci n'excédera pas 10 minutes.

La colle se poursuivra par la résolution d’'un ou plusieurs exercices fournis par I'examinateur dans le cadre
des exigibles et du programme détaillé dans la suite.

Notation La connaissance du cours et]’étude déterminent la fourchette dans laquelle sera évalué I'étudiant :
— énoncé su et démonstration correcte : note minimale de 11/20;
— énoncé non su et démonstration incorrecte : note maximale de 7/20;
— autre situation : note comprise entre 8 et 14.

Les colleurs sont libres d'utiliser toutes les notes allant de 0 a 20 dans le respect des contraintes ci-dessus.

Enoncés

Produit scalaire, norme, inégalités

Définition d’un produit scalaire. On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire ¢ symétrique définie
positive sur E :

— ( est définie sur E x E et a valeurs dans R;

— V? €E, o(, 7) : ?c) — (p(;, I/’) est linéaire (linéarité a gauche);

— v}/’ €E, (p(?, ) X - (p(?, ;) est linéaire (linéarité a droite);
- — 2 - — - — L.

— Y(x,y)eE% o(x,y)=¢(y, x) (symétrie) ;

— Vxe E, (p(;, ;) > 0 (positivité);

— V; €E, (p(;, ;) =0= ;c) = (E) (caractere défini).

Produits scalaires a connaitre.

— — n
— SurR":(x|y)= .leiJ/i-
i=

— Sur A, (R :(X|Y)=XTY = i (XTi[Y];.
j=1

— Sur///n([R):(AlB)ztr(ATB)=1<Z< [Al;;[Bl;;.
<i,j<n

+00
— SurR[X]: (P|Q) = kgo[P]k[Q]k.

— Sur%(la,bl,R): (flg) = [ f()g(ndr.
Norme préhilbertienne. Vx € E, | X | = \/(x]%).

Identités remarquables. Pour tout (;, 7) € E2?,
lx+yI2=1xI>+1ylI*+2(x|y),
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—

||}’—l||2—||x||2+||y||2 2X17),
x-YIX+P)=1x12=17I%

Identités de polarisation. V(x, y V) e E?,

1YY= (IX+ VIR =1Z =1V 1) = S (1F 1+ 1Y 12 =17 = Y 12) = 1 (1K + V1P =15 - Y12).

>
X

Inégalité de Cauchy-Schwarz. ¥(x, y) € E2, [(x |7 < I x1- 17
avec égalité ssi x et y sont colinéaires.

o) [F19)| = Ipp I 17
x+y

. L. . - — 2 > — —
Inégalité triangulaire. V(x,y) € E5, [x + yII < x|+l y |l avec
égalité ssi x et y sont positivement liés.

y —
(Pl
Inegahte triangulaire renversée. V(X y) € E? ‘le =1y |||
IX =1 *
xn-1y1|
Orthogonalité

Théoréme de Pythagore pour deux vecteurs V(x, y) € E2, x Ly < [x + yI2= 1 X 12+ 17 II%

Famille orthogonale. Une famille (x_; )ier de vecteurs est dite orthogonale si: V(i, j) € I, i # j=> (Z |)7j> y=0

=
Famille orthornormée. Une famille (x;);c; de vecteurs est dite orthornormée si elle est orthogonale et si tous
1 sii=j

0 sii#j '

.. .. 2 T
ses vecteurs sont unitaires : V (i, j) € I, (x; |xj) = 6l~,j =

— 2 - 9
2 x|l =Xierllxile.

iel

Théoreme de Pythagore généralisé. Pour toute famille finie orthogonale (JZ )ier, il vient

La réciproque est fausse des que n > 3.

— — — n
Coordonnées dans une BON. Soit F un sevde E muni d'une BON (e_l), ..,ep).Alors, Vx €F, x = Z (?Iek)ek.

W

N
<x|u>u

Projeté orthogonal sur une droite. Si D est la droite dirigée par u alors: Vx € Ep D(x) =3

Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. Soit (u_f, . u_n)) une famille libre de vecteurs de E.

- ——  —— k) —
Enposant u; = uy puisVk € [1,n-1], Up, = Uk+1— Y <=|—_;>—u] on construit une famille libre orthogonale
j=1 g

— — . — —> — —
(u),..., uy) vérifiant : Vk € [[l,n]],Vect(u’l,...,u;C) =Vect(uy,..., u).
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Orthogonal d’'un sev.

— Fli= {7eE VX € E(YIX) :0}.
— Si (J;)iel est une base de F, XeFtssivie I, (;IZ) =0.
— SidimF < +oo0, F* est 'unique supplémentaire orthogonal de F et il vérifie (F+)* = F.

Projeté orthogonal sur un sev de dim finie. Soit F un sev de dim finie de E.

— On définit le projecteur orthogonal pr sur F comme le projecteur sur F parallélement 3 F*.
. — —> —> —> g > > —
— Si(ey,...,eq) estune BON de F,Vx €E, pp(x)= Y (xl|ex)ek.
k=1
Distance 4 un sev de dim finie. Soit F un sev de dim finie de E et soit x € E. Alors il existe un unique élément
— L. — . - — — - —> L — —
xr € F vérifiant d(x,F) = 1nf{|| x—-yl:y¢€ F} =|lx —xg|l, et cet élément est xr = pr(x).

Programme détaillé

Liste des exigibles
— connaitre la définition d'un produit scalaire et les exemples fondamentaux;
— connaitre la définition de la norme associée a un produit scalaire et les identités de polarisation;

— pouvoir s’appuyer sur des situations géométriques en dimension 2 et 3 pour comprendre la notion de
vecteurs orthogonaux;

— maitriser le projeté orthogonal sur une droite vectorielle;

— connaitre et exploiter le théoréme de Pythagore;

— connaitre et exploiter 'inégalité de Cauchy-Schwarz;

— connaitre la définition de famille orthogonale ou orthonormée;

— pouvoir orthogonaliser une famille de vecteurs via Gram-Schmidt;

— maitriser la notion d’orthogonal d’un sev et la projection orthogonale sur un sev de dimension finie.

¢ Produit scalaire canonique sur .#,(R) : (A|B) =
tr (ATB) =Y1<i,j<nlAlij[Blij.
2) Vecteurs orthogonaux et norme associée a un pro-
duit scalaire

I) Produit scalaire et norme associée
1) Produit scalaire et exemples

* On appelle produit scalaire sur E toute forme bi-

linéaire symétrique définie positive. N
* On dit que deux vecteurs x et y de E sont ortho-

* On appelle espace préhilbertien tout R-ev muni gonaux si (;I7> —o.

d’un produit scalaire.

* On appelle espace euclidien tout espace préhil-
bertien de dimension finie.

* Produit scalaire canonique sur R”: (x| =
Y1 Xk Yk

* Produit scalaire canonique sur .#,1 (R) : (X|Y) =
Y XIklY]k = XTy.

*(flg) = ff f(t)g(t)dt est un produit scalaire sur
¢ (la, b],R).

* Produit scalaire canonique sur R[X]: (P|Q) =
Y 2o [P1k[Qlk.

Xl = (X1 etdx, ) =1% -Vl

* Propriétés de la norme | - ||.
¢ Identités de polarisation.

¢ Théoréme de Pythagore pour deux vecteurs : Xl
y=lx+ylP=lxI>+lyl?
* Projection orthogonale sur la droite D = Vect(;) :
pp(y) =Ly
(xlx) ™"
¢ Inégalité de Cauchy-Schwarz.

* Inégalité triangulaire et inégalité triangulaire ren-
versée.
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II) Orthogonalité
1) Familles orthogonales et orthonormées
. (E)iel est orthogonale si: V(i, ) € I%,i # j=
— —>
(xilxj)=0;
— L . .. 2 T T
* (x;)ies est orthonormée si: V(i, j) € 17, (x; lxj)=
8ij;
—> N
e Le vecteur nul O est le seul vecteur orthogonal a
tous les vecteurs de E.
e Pour toute famille finie orthogonale (;,-) iel,
2
Yiel ZH =Y el IIZHZ. En particulier, toute fa-
mille finie orthogonale de vecteurs tous non nuls
est libre.

¢ Soit (e_f, s a;) une base orthonormée d'un sev F
de E.AlorsVx € F, x = ZZ:1<x lex)er . De plus,
(xlyy=Xi_(xlex)yle).

* Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt.

* Tout espace euclidien non réduit a zéro possede
une base orthonormée.

* Toute famille orthonormée d'un espace euclidien
peut étre complétée en une base orthonormée.

2) Projection orthogonale sur un espace de dimen-
sion finie

* On dit que deux sous-ensembles A et B de E sont
orthogonauxsi:V(x,y)e AxB,{(x|y)=0.

eFl={XeE:VyeE(x|y)=0
* Propriétés de 'orthogonal :
(i) Fc G= G' c F+;
(ii) F+ est un sev de E orthogonal 4 F;
(iii) Fet F 1 sont en somme directe;
(iv) F c (FL)*.
o Si (Z)iei»fo_r)me une base de F alors : ? eFt =
Viel,(ylx;)=0.
*Soit F un sev de dim finie de E. Alors F' est

l'unique supplémentaire orthogonal de F et
(Fht=F.

*Dans un espace euclidien E, on a toujours
Fo F' =E etdim(F') = dim(E) — dim(F).

* Projection orthogonale sur un sev de dimension
finie.

o Si (e_f,...,a;) est une BON de F, il vient : V; €
E,pr(x)=X]_(xlec)ek.

o Si (u_f,...,u_(;) est une BO de F, il vient: Vx €

2 _vd (Xlug)
E,pr(x) =X o U

N
¢ Soit F un sev de dim finie de E et soit x € E.
—
Alors il existe un unique élément xg € F véri-
— — Lo —
fiantd(x,F) = || x — xg | et cet élément est xp =
—
pr(x).
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