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Semaine 11 (08/12-12/12) : espaces préhilbertiens

Consignes La colle débute par la restitution écrite d’'un énoncé mathématique choisi par I'’examinateur
dans la liste fournie ci-apres, et par la détermination du rayon de convergence d'une série entiére.

Tout ceci n'excedera pas 10 minutes.

La colle se poursuivra par la résolution d'un ou plusieurs exercices fournis par I'’examinateur dans le cadre
des exigibles et du programme détaillé dans la suite.

Notation Laconnaissance du cours et 'étude déterminent la fourchette dans laquelle sera évalué I'étudiant :
— énoncé su et démonstration correcte : note minimale de 11/20;
— énoncé non su et démonstration incorrecte : note maximale de 7/20;
— autre situation : note comprise entre 8 et 14.

Les colleurs sont libres d’utiliser toutes les notes allant de 0 a 20 dans le respect des contraintes ci-dessus.

Enoncés
Orthogonalité

Théoréme de Pythagore pour deux vecteurs V(x, y) € E2, x Ly < [x + y I2= 1 X 12+ 17 II%

Famille orthogonale. Une famille (;; )ier de vecteurs est dite orthogonale si: V(i, j) € I, i # j=> ()7; |)7j) y=0.

N
Famille orthornormée. Une famille (x;);c; de vecteurs est dite orthornormée si elle est orthogonale et si tous

ses vecteurs sont unitaires : V¥ (i, j) € I? (;)D?')) =0; ;= L osii=]
: »J y\Xj | Xj)=0i4,j= OSil';éj'
P N P Vs ., . . —> . . g 2 —> 2
Théoreme de Pythagore généralisé. Pour toute famille finie orthogonale (x;) ey, il vient || Y x; || =X jerllx; I
iel

La réciproque est fausse des que n > 3.

. . . — — — — n > _5
Coordonnées dans une BON. Soit F un sevde E muni d'une BON (ey,...,e,).Alors,Vx € F, x = ) (x|ex)ey.

k=1

C . . TR - g > FlnT
Projeté orthogonal sur une droite. Si D est la droite dirigée par u, alors: Vx € E, pp(x) = a4

—> —
Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. Soit (uy,..., #; ) une famille libre de vecteurs de E.

- - - — kK w5 . I
En posant Uy = uy puis pour toutke[l,n-1], uk+1 =Ujs1 — ?I?T u] , on construit une famille libre
j=1 tHlH;

—> —> . rd - —> —
orthogonale (i}, ..., u;,) vérifiant : pour tout k € [1, nl, Vect(uj,..., u;C) =Vect(uy,..., u).
Orthogonal d’'un sev.

— rhi={yeE: VX eE(yI¥)=0}.

— Si(1;)ic; estunebasede F, x € F-ssiVie I,(x|u;) =0.
— SidimF < +o0, F* est 'unique supplémentaire orthogonal de F et il vérifie (F1)* = F.

Projeté orthogonal sur un sev de dim finie. Soit F un sev de dim finie de E.

— On définit le projecteur orthogonal pr sur F comme le projecteur sur F parallélement a F*.
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— — - — q > >
— Si(er,...,eq) estune BONde F,Vx € E, pp(x) = ¥ (x|er)ek.
k=1

— Si(uy,...,uq) estune base orthogonalede F, Vx € E, pr(x) = X ﬁ k-
k=1 {Ukllk

=
Distance a un sev de dim finie. Soit F un sev de dim finie de E et soit x € E. Alors il existe un unique élément

— L. — . - — — - —> L — —
xr € F vérifiant d(x , F) =1nf{||x -yl:y EF} =|lx —xg|l, et cet élément est xr = pr(x).

Rayon de convergence

Lemme d’Abel. Si la suite (a,z)nen €st bornée pour un certain zy € C non nul, alors la série Y. a,z" cva
> neN
pour tout |z| < |zp].

Définitions et caractérisations du rayon de convergence.

Le rayon de cv R de la série entiere Y. a,z" est R =sup{r e Ry : (a,7"™) nen bornée}.
neN

De plus, pour tout z € C,
— |z < R= Y ayz" cvabsolument;
neN

— |z > R= Y a,z" dvgrossierement.
neN

Conséquence sur R de la cv ou de la dv en un point. Notons R = R ( Y anz”). Soit zg € C.
neN

— Sila série ZN anz) converge alors R > |zg|.
ne

— Silasérie ¥} ayzg diverge alors R < |zo.
neN

Rayon de convergence et relations de comparaisons. Notons R, = R( > anz”) etR,=R ( > bnz”).
neN neN

— Silaul < 1byloulayl = o(lbyl) ou |ay| = O(byl), alors R, = Rp.

— Si|ay| ~ |byl, alors R, = Ry,

Multiplication ou division des coefficients par n. R ( Y anz”) =R ( Y nanz") =R ( Y %z")

neN neN neN*

Rayon d’'une somme. Notons R, = R( y anz"), Ry = R( y bnz") et Ryyp = R( Y (a,+ bn)z").

neN neN neN
— Si R; < Ry, alors R, p = Rg.

— SiR,;=Rp=R,alors R, > R.

Produit de Cauchy. Le produit de Cauchy des séries entieres Y. a,z" et Y. b,z" estla série entiere . c,z"
neN neN neN

n
oucy = )Y aib,—_i.Sonrayon de convergence R, vérifie R; > R, ou R = min(Ry, Rp).
=0

+00 +00 +00
Maintenant, pour tout |z| <R, Y. cz" = ( Y anz") ( Y bnz").
n=0 n=0 n=0

Page 2/4



PTB-Lycée Gustave FEiffel

Année 2025-2026

Programme détaillé

Liste des exigibles

maitriser la notion d’orthogonal d'un sev;

I) Produit scalaire et norme associée
1) Produit scalaire et exemples

* On appelle produit scalaire sur E toute forme bi-
linéaire symétrique définie positive.

* On appelle espace préhilbertien tout R-ev muni
d’un produit scalaire.

* On appelle espace euclidien tout espace préhil-
bertien de dimension finie.

* Produit scalaire canonique sur R”: (x| P =
Y Xk

* Produit scalaire canonique sur .#,1 (R) : (X|Y) =
Y XY= XTY.

*(flg) = f: f(t)g(t)dt est un produit scalaire sur
% ([a, b],R).

* Produit scalaire canonique sur R[X]: (P|Q) =
T+ [P1k[Qlk.

¢ Produit scalaire canonique sur .#,(R) : (A|B) =
tr(ATB) =Y1<i,j<nlAlij[Blij.

2) Vecteurs orthogonaux et norme associée a un pro-

duit scalaire

* On dit que deux vecteurs X et 7 de E sont ortho-
gonauxsi(x|y)=0.

ellxll=y(xlx)etd(x,y)=lx-yl.
* Propriétés de lanorme | - |.

* Identités de polarisation.

* Théoreme de Pythagore pour deux vecteurs : Xl
— - — 2 — 2 — 2
y=lx+yl-=lxlI+lyl*

connaitre et exploiter le théoreme de Pythagore;

connaitre la définition d'un produit scalaire et les exemples fondamentaux;
connaitre la définition de la norme associée a un produit scalaire et les identités de polarisation;

maitriser le projeté orthogonal sur une droite vectorielle;

connaitre et exploiter I'inégalité de Cauchy-Schwarz;
connaitre la définition de famille orthogonale ou orthonormée;

pouvoir orthogonaliser une famille de vecteurs via Gram-Schmidt;

pouvoir déterminer le projeté orthogonal d'un vecteur sur un sous-espace de dimension finie.

pouvoir calculer la distance d’un vecteur a un sous-espace de dimension finie.

¢ Projection orthogonale sur la droite D = Vect(;) :

o) = L2
b T

¢ Inégalité de Cauchy-Schwarz.

* [négalité triangulaire et inégalité triangulaire ren-
versée.

IT) Orthogonalité
1) Familles orthogonales et orthonormées

. (;;)ie[ est orthogonale si: V(i, ) € I2)i # j=

A
(xilxj)=0;

- L. .. 2 T
* (xi)ies estorthonormée si: V(i, j) € I, {x; |x;) =
6i ..

2]

>
e Le vecteur nul O est le seul vecteur orthogonal a
tous les vecteurs de E.

—>
*Pour toute famille finie orthogonale (x;)jey,
— |2 2 . .
“Ziel Xi ” =Y ierllx; II7. En particulier, toute fa-
mille finie orthogonale de vecteurs tous non nuls
est libre.

— —
* Soit (ey, ..., e,) une base orthonormée d'un sev F
— — n —> —> —>
deE.AlorsVx €F, x = Zk:1<x lex ey . De plus,
—> —> n - —> - —
(xly) =Y (xle)ylek).
* Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt.
* Tout espace euclidien non réduit a zéro posséde
une base orthonormée.
¢ Toute famille orthonormée d’'un espace euclidien
peut étre complétée en une base orthonormée.

2) Projection orthogonale sur un espace de dimen-
sion finie
* On dit que deux sou_s;egsembles AetB de E sont
orthogonauxsi:V(x,y)e AxB,{(x|y)=0.
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eFl={(XeE:VyeE(|y)=0.
* Propriétés de I'orthogonal :
(i)FCGzGLCFl;
(i) F+ est un sevde E orthogonal a F;
(iii) F et FL sont en somme directe;
(iv) F < (FH)*.

¢ Si (;;)iel forme une base de F alors : 76 Fl—
Viel,{ylx;)=0.

*Soit F un sev de dim finie de E. Alors F! est
l'unique supplémentaire orthogonal de F et
(FHt=F.

*Dans un espace euclidien E, on a toujours
FOF* =E etdim(F) = dim(E) — dim(F).

* Projection orthogonale sur un sev de dimension
finie.
e d —> . . d
*Si (ey,...,e4) est une BON de F, il vient: Vx €
E,pr(x)=Y]_ (xlep)e.
o Si (u_f,...,u_(;) est une BO de F, il vient: Vx €

2 _vd (Xlug)
E,pr(x) =X o W

N
¢ Soit F un sev de dim finie de E et soit x € E.
—
Alors il existe un unique élément xg € F véri-
— — L —
fiant d(x,F) = || x — xg | et cet élément est xp =
—>
pr(x).
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