PTB-Lycée Gustave FEiffel Année 2025-2026

Semaine 13 (12/01-16/01) : séries entieres

Consignes La colle débute par la restitution écrite d'un énoncé mathématique choisi par I’examinateur dans
la liste fournie ci-apres, I'écriture d’'un DSE usuel (toujours au choix de 'examinateur) et par la détermination
d’un endomorphisme de R3 canoniquement associé & une matrice A € O3(R) :

— rotation d’axe A et d’angle 8 a déterminer;
— réflexion par rapport a un plan IT a déterminer;

— anti-rotation d’axe A et d’angle 6 a déterminer (composée d'une rotation d’axe A et d’angle 6, et de la
réflexion par rapport au plan IT= A1),

Tout ceci n'excédera pas 20 minutes.

La colle se poursuivra par la résolution d'un ou plusieurs exercices fournis par I'’examinateur dans le cadre
des exigibles et du programme détaillé dans la suite.

Notation La connaissance du cours et]’étude déterminent la fourchette dans laquelle sera évalué I'étudiant :
— énoncé su, DSE et démonstration corrects : note minimale de 11/20;
— énoncé non su, DSE erroné et démonstration incorrecte : note maximale de 7/20;
— autre situation : note comprise entre 8 et 14.

Les colleurs sont libres d’utiliser toutes les notes allant de 0 a 20 dans le respect des contraintes ci-dessus.

Enoncés
Série entiere de la variation réelle

Théoreme d’Abel radial. La fonction somme d’une série entiére est continue sur son intervalle de définition.

Intégration terme a terme. Notons R = R ( ) anz"). Alors la fonction somme d’une série entiére s’ integre
neN
terme a terme sur l'intervalle ouvert de cv:

X (+oo +00 X +00 an
Vx€]l-R,R], f (Z ant")dt: Zan(f t”dt): Z xL
0 n=0 0

n=0 n=0 n+1

Dérivation terme a terme. La fonction somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0 est de classe
€ sur ] — R, R|[. De plus

Vxe]l-R,R[, VkeN*, —( a x"): a,—x" = nn-1...n—k+Da,x"~.
dxk n=0 " n=0 " dxk n=k §

Série de Taylor. Si une fonction f est DSE sur | —r, r[ alors f est de classe € sur |-r, r|[ et

+oo £(n)((
vxel-nrl, fx)=) %x”.
n=0 :

Formule de Taylor reste intégral en 0. Soit r > 0 et soit f une fonction de classe ¢"**! sur ] - r, r[. Alors,

n £k X (x—=pn
vxel-rrl, fw=% L (O)xk+f Lo 07
k=0 k! 0 I’l!

FUD(pdt.
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DSE usuels.
Vxe]l—-1,1[
+00 +00
P P
n= n=
+00 +00 VxeR
1 _ 2n 1 n. 2n
1-x2 — Z X 1+x2 — Z (=1D"x +00 41 00 (_1)1xN
n=0 n=0 e¥ = - e ¥ = Z
+tOO 41t +00 (_1)n+1xn ' n! = n!
In(1-x)=- Zl - In(1+x) = Zl " +o0 2n+l +00 x2n
n= n= ; _ n _ n
foo y2n+l Yoo (21 sin(x) = ) (-1) Sy | cos(x) = 2D |
11 (1+ X 1 9 X =0 2n+1)! =0 (2n)!
sIn(3) = zInl-x)=-) —— 2n+1 2
n202n+1 = 2n +00 n +00 n
10 g@—1) - (@—nt1) shx) = ,;0 @n+1)! ch( = ,;0 @n)!
Q+0%=1+)_ : x" = =
n=1 n:
+00 2n+1
Arctan(x) = -"
(x) n;)( )

Généralités sur les isométries et les matrices orthogonales

Définition d'une isométrie. Une isométrie est un endomorphisme d’un espace euclidien qui préserve la
norme. On note O(E) I'ensemble des isométries de E.

Caractérisation d'une isométrie. u € Z(E) est une isométrie ssi il existe une BON de E dont I'image par u est
une BON de E.

Définition d’une matrice orthogonale. M € .#,,(R) est dite orthogonale si M M = I,,. Dans ce cas, il vient
aussi MM T = I,,. On note O,,(R) 'ensemble des matrices orthogonales de taille .

Caractérisation d'une matrice orthogonale. Une matrice est orthogonale ssi la famille de ses vecteurs co-
lonnes (resp. lignes) est orthonormée pour le p.s. canonique sur .#, 1 (R).

Lien entre isométrie et matrice orthogonale. Soit u € .Z(E) et soit 8 une BON de E de dimension n € N*.
Alors u € O(E) ssi Matg(u) € O,(R).

Propriétés du groupe orthogonal. Pour toutes M, N € O, (R), MN € 0,,(R), M € GL,(R) et M~! € O,,(R).
Pour toutes u, v € O(E), uov € O(E), u€ GL(E) et u™! € O(E).

Déterminant d’'une matrice orthogonale. Pour toute M € O, (R), det M € {+1}.

Réciproque fausse : |} 1| = 1 mais (} 1) ¢ Oo(R).

Déf. et prop. du groupe spécial orthogonal. SO, (R) = {M € O,(R) : det M =1}; SO(E) ={u € O(E) : detu = 1}.
Pour toutes M, N € SO, (R), MN € SO, (R), M € GL,,(R) et M~ ! € SO, (R);

Pour toutes u, v € SO(E), uov e SO(E), ue GL(E) et u~! € SO(E).

FL
Définition d’'une symétrie orthogonale. Soit F un sev d'un espace euclidien %
E. On définit la symétrie orthogonale par rapport a F comme la symétrie par
rapport a F et parallelement a F*. 0 < ()
Dans le cas particulier ou F est un hyperplan, on parle de réflexion par , N
rapporta F. . \
TN G®)

Caractérisation des symétries orthogonales. u € .Z(E) est une symétrie orthogonale ssi il existe une BON
de E dans laquelle sa matrice est orthogonale et symétrique.
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Matrice de passage entre deux BON. Toute matrice de passage P entre deux BON est orthogonale. En parti-

culier, P~1 = PT,

Sous-espace stable et isométrie. Soit u € O(E) et soit F un sev de E. Si F est stable par u alors F* est stable

par u.

Vp réelles possibles d'une matrice orthogonale. Soit M € O,(R). Alors Spg(M) < {£1}.

Spr(M) peut étre vide, par exsi M = (¢ });

Spr(M) peut étre réduit a {1}, parexsi M = ({ ?));
Spr(M) peut étre réduit a {—1}, parexsi M = (3 9 );
Spr(M) peut étre égal a {1}, parexsi M = (§ 9).

Programme détaillé

Liste des exigibles

savoir déterminer le rayon de convergence d'une série entiére;

connaitre les propriétés de la somme d’'une série entiére réelle (continuité sur le domaine de définition,

dérivation et intégration terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence);

I) Définitions et premiers exemples
1) Définition d’une série entiere

* On appelle série entiere toute série de la forme
Y a,z" ot (a,) € CN.
* Exemples : série géométrique; série exponen-
tielle, polynéme en z.
2) Rayon de convergence

e Lemme d’Abel : si (anzg) est bornée, alors Y a,,z"
CVA pour tout |z| < |zp].

*On définit le rayon de convergence R de la
série entiere Y a,z" par R = sup{r > 0
(a,r™) bornée} € [0, +oo].

*Si|z| < R, la série Y a, z" CVA;si|z| > R, la série
Y a,z" DVG.

* Disque ouvert de convergence {z € C : |z|] < R};
intervalle ouvert de convergence | — R, R|.

3) Détermination pratique du rayon de convergence
e R=sup{r>0: (a,r™) converge vers 0}.
*R=sup{r >0:Y a,r" converge}.

*Si Y ayz] CV alors R > |zol; si ¥ anzj DV alors
R < |zol.

¢Si|ay,| < |by| ou ay, = o(by) ou a, = O(by,), alors
R, > Ry,

connaitre et savoir obtenir le DSE de fonctions usuelles.

Savoir déterminer les solutions DSE d’'une équation différentielle.

¢ Si a;, ~ by, alors R; = Ry,
Y a,z", Y na,z" ety “—,;‘z” ont le méme rayon de
convergence.
* Rayon d'une somme : R, = min(Rg, Rp) si R, #
Ry, et R, p > R, 8i Ry = Ry,
¢ Produit de Cauchy de deux séries entiéres.
II) Série entiere de la variable réelle

1) Propriétés de la somme d’une série entiére de la

variable réelle (admises)

+

* On appelle somme de la série entiere }_,

1 . +00 n
la fonction f:x— Y.} %) anx”.

X0 anx"

¢ La fonction somme d’une série entiére est conti-
nue sur son domaine de définition.

e Intégration terme a terme. Une primitive de la

fonction somme sur | — R, R[ s'obtient en inté-
grant terme a terme la série entiére :

+o00o

X (+00 nd an
Vx€]l—R,R|, a,t t= X
e[S aar= 3

n=0

n+1

¢ Dérivation terme a terme. La fonction somme est
dérivable sur ] - R, R[. De plus sa dérivée s’obtient
en dérivant terme a terme la série entiere :

d +00 +00
Vxe]l-R,R[, — (Z anx") = Z na,x" .
dx n=0 n=1
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2) Fonctions développables en séries entiéres
* On dit que f est développable en série entiere s'il
existe un réel r > 0 et une série entiére ) a, x" de
rayon de convergence R > r vérifiant :

+00
vxel-rrl, fx) =) ax".
n=0

* Soit f une fonction développable en série entiére

sur ] —r,r[. Alors f est de classe €°° sur ] —r,r[ et

(n)
vneN,a, = L m(o). En particulier, le DSE d'une
fonction est unique et donné par sa série de Tay-

lor.

e Taylor reste intégrale et inégalité de Taylor-
Lagrange.

3) Méthodes effectives pour obtenir un DSE
* Primitive ou dérivée d'une fonction DSE.
¢ CL ou produit de fonctions DSE.

* DSE appliqué en —x ou en x?, etc.

¢ Solution d'un probleme de Cauchy linéaire.

4) DSE usuels
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